
第 3章  矩阵的初等变换 

3.1  初等变换与矩阵的秩 

3.1.1  矩阵的初等变换 

定义 3.1 矩阵的下列 3种变换称为矩阵的初等行变换： 
（1）交换矩阵的两行（交换 i、 j两行，记作 i jr r↔ ）． 
（2）以一个非零的数 k乘以矩阵的某一行（第 i行乘以数 k，记作 ir k× ）． 
（3）把矩阵的某一行的 k倍加到另一行（第 j行乘以 k加到 i行，记为 i jr kr+ ）． 

把定义中的“行”换成“列”，即得矩阵的初等列变换的定义（相应记号中把

r换成 c）．初等行变换与初等列变换统称为初等变换． 
注意：当我们对一个矩阵 A进行初等变换，得到另一个矩阵 B时，矩阵 A和 B

同型，但一般 A和 B不相等，记为 A B→ ， 

如：
2 141 2 3 1 2 3

4 5 6 0 3 6
7 8 9 7 8 9

r r−   
   → − −   
   
   

， 

初等变换连续进行，记为 A B C→ → ， 

如：

22 3

1
3

1 2 3 1 3 2 1 1 2
4 5 6 4 6 5 4 2 5
7 8 9 7 9 8 7 3 8

cc c ×↔     
     → →     
     
     

． 

易见，若对矩阵 A作初等变换得到矩阵 B，则 B也可经由同类型的逆变换得
回矩阵 A．变换 i jr r↔ 的逆变换即为其本身；变换 ir k× 的逆变换为 1

ir k× ；变换

i jr kr+ 的逆变换为 i jr kr− 或 ( )i jr k r+ − ． 

3.1.2  矩阵的等价 

定义 3.2 若矩阵 A经过有限次初等变换变成矩阵 B，则称矩阵 A与 B等价，
记为 ~A B． 

如上例中，

1 2 3 1 1 2
4 5 6 ~ 4 2 5
7 8 9 7 3 8

   
   
   
   
   

． 
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例 3.1 矩阵
1 2
3

A
a

 
=  

 
，

1 2
0 0

B  
=  

 
，当 a取何值时，可以使得 A与 B等价？  

解：矩阵 B中，第 2行为零行． 
若 ~A B，则需对 A进行初等变换，在变换后的矩阵中产生零行． 
矩阵 A中没有零行，从而交换 A的两行（列），或是让 A的某一行（列）乘非

零数 k，都不会在新矩阵中产生零行．只有对 A进行第 3种形式的行变换：把 A的
某一行的 k倍加到另一行上，才有可能在变换后的新矩阵中产生零行． 

设把 A的第 1 行的 k倍加到第 2 行上，即
1 2 1 2
3 3 2a k a k

   
→   + +   

，令第 2

行为零行，则有3 0k+ = ， 2 0a k+ = ，得 3k = − ， 6a = ，此时即有 ~A B． 

注意：此时
1 2
3 6

A  
=  

 
，第 1 行和第 2 行的对应元素成比例．一般情况下，

对于一个原来没有零行的矩阵，只有当矩阵中存在（或可以产生）成比例的两行

时，对于这两行进行第 3种形式的行变换，才能在变换后的矩阵中产生零行． 
定义 3.3 左上角是一个单位矩阵，其余元素全为 0的矩阵称为标准形矩阵． 

如： 1

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

F

 
 
 =
 
 
 

， 2

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

F

 
 
 =
 
 
 

都是标准形矩阵． 

利用分块矩阵形式，一个一般的m n× 标准形矩阵可表示为 
( )

( ) ( ) ( )

r r n r

m r r m r n r

E O
F

O O
× −

− × − × −

 
=  

 
， 

其中子块 rE 为 r阶单位阵， min ( , )r m n≤ ，其余子块全为零矩阵． 

作为例 3.1的推广，我们有以下的结论： 
两个同型标准形矩阵，若 r值不同，则不等价．例如上面所给出的 1F 与 2F ，

就是不等价的（证明略）． 
矩阵之间的等价关系具有下列基本性质： 
（1）反身性： ~A A． 
以数 1乘 A的某一行，即有 ~A A． 
（2）对称性：若 ~A B，则 ~B A． 
矩阵的初等变换是可逆的，所以若有 ~A B，也必有 ~B A． 
（3）传递性：若 ~A B， ~B C，则 ~A C． 
若矩阵 A可经过有限次初等变换变成 B， B可经过有限次初等变换变成C，

显然 A可经过有限次初等变换变成C，从而 ~A C． 
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3.1.3  利用初等变换将矩阵化为标准形 

对于任意给出的m n× 矩阵

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 =
 
 
 

L
L

L L L L
L

，我们总可以对 A进行有

限次初等变换，将 A化为标准形矩阵．具体步骤如下： 
（1）用初等行变换，将 A化为行阶梯形矩阵． 

① 设 11 0a ≠ ，把第 1行的 k倍加到第 2行上，易见，令 21

11

a
k

a
= − ，可使第二

行的第 1个元素变为 0．采取同样的方式，可将 11a 下方的所有元素化为 0．得 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 22 2

1 2 2

0

0

n n

n n

m m mn m mn

a a a a a a
a a a a a

a a a a a

   
   ′ ′   →
   
   

′ ′   

L L
L L

L L L L L L L L
L L

， 

若 11 0a = ，我们可以在第 1列中找一个非零元素（不妨设为 1ia ），通过交换第
1行和第 i行，将非零元 1ia 换到原来 11a 的位置上，再进行以上步骤． 

② 对于
22 2

2

n

m mn

a a

a a

′ ′ 
 
 
 ′ ′ 

L
L L L

L
部分，按 ① 中的方式，将 22a′ 下方的所有元素化为 0． 

依此类推，可将 A化为行阶梯形矩阵． 

例如：

1 2 1 1 2
2 4 5 8 13
1 2 5 11 15
3 6 6 8 13

 
 
 
 − −
 
 

2 1
3 1

4 1

2

3

r r
r r

r r

−
+

−
→

1 2 1 1 2
0 0 3 6 9
0 0 6 12 17
0 0 3 5 7

 
 
 
 
 
 

 

这一步的目的是要把 11a 下方的元素化为 0，但有时候可能会碰巧地将 12a 下方

的元素也都化为了 0，这时对于剩余的部分
3 6 9
6 12 17
3 5 7

 
 
 
 
 
 

进一步化简，将第 2

行的第 1个非零元——“3”下面的元素化为 0： 
1 2 1 1 2
0 0 3 6 9
0 0 6 12 17
0 0 3 5 7

 
 
 
 
 
 

3 2
4 2

2r r
r r

−
−

→

1 2 1 1 2
0 0 3 6 9
0 0 0 0 1
0 0 0 1 2

 
 
 
 −
 

− − 
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此时剩余部分为
0 1
1 2

 
 
 
 −
 

− − 

，若左上角元素为 0，需要通过换行的方

式使这个位置的元素不为 0，以便进一步化简，即 
1 2 1 1 2
0 0 3 6 9
0 0 0 0 1
0 0 0 1 2

 
 
 
 −
 

− − 

3 4r r↔

→

1 2 1 1 2
0 0 3 6 9
0 0 0 1 2
0 0 0 0 1

 
 
 
 − −
 

− 

 

这一步已经化为了行阶梯形矩阵． 

（2）用初等行变换，将行阶梯形矩阵化为行最简形矩阵． 
① 每一行乘以一个倍数，将各非零行的首非零元都化为 1． 

1 2 1 1 2
0 0 3 6 9
0 0 0 1 2
0 0 0 0 1

 
 
 
 − −
 

− 

2

3

4

1
3

( 1)

( 1)

r
r

r

×

× −

× −
→

1 2 1 1 2
0 0 1 2 3
0 0 0 1 2
0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

 

② 将各非零行的首非零元所在列上的其余元素都化为 0． 
1 2 1 1 2
0 0 1 2 3
0 0 0 1 2
0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

1 4
2 1

3 1

2
3

2

r r
r r

r r

−
−

−
→

1 2 1 1 0
0 0 1 2 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

1 3
2 32
r r

r r
−
−

→  

1 2 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

1 2r r−

→

1 2 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

 

这一步在形式上是很简单的，但是一定要清楚在这一步用到了哪些行变换． 
此时得到的行阶梯形矩阵进一步满足： 
1）各非零行的首非零元都是 1． 
2）每个首非零元所在列的其余元素都是 0． 

则称其为行最简形矩阵． 
（3）用初等列变换，将行最简形矩阵化为标准形矩阵． 
所谓行最简形矩阵，指的是只用初等行变换能将矩阵化为的最简形式．若将

行最简形矩阵进一步化为标准形矩阵，就必须要用到初等列变换．首先对于每一

非零行，将首非零元之外的其余元素都化为 0；再通过交换列，使每一非零行的首
非零元组成一个单位阵即可． 
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如

1 2 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

2 12c c−

→

1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

→
换列

 

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 
 
 
 
 
 

． 

由此即得： 
定理 3.1  任意一个矩阵 A，总可以经过有限次初等变换化为标准形矩阵（简

称为 A的标准形）． 
显然，矩阵 A与其标准形是等价的． 
对于一个矩阵 A进行一系列的初等变换之后，设所得矩阵为 B．一般来说，A、

B是不同的矩阵，即 A B≠ ，但按矩阵等价的概念，有 ~A B．设 A的标准形为 AF ，
B的标准形为 BF ，由等价关系的传递性， ~A BF F ．再由标准形矩阵等价的条件，
必有 A BF F= ．即得：对于一个矩阵 A进行初等变换，其标准形是不会变的．或者

说，等价的矩阵有相同的标准形，这就是矩阵等价关系的实质所在． 

3.1.4  矩阵的秩 

以上我们看到，任意一个矩阵 A，首先可以经过初等行变换化为行阶梯形矩阵，
其次化为行最简形矩阵，最后用初等列变换化为标准形矩阵．即 

1 2 3
A → → →

行变换 行变换 列变换

步骤 步骤 步骤
行阶梯形 行最简形 标准形． 

在这个过程中，我们应该注意到一个重要的特征．步骤 1 中，当用初等行变
换把矩阵 A首先化为行阶梯形矩阵之后，我们把行阶梯形矩阵中非零行的行数设
为 r．步骤 2中，在行阶梯形矩阵的基础上进一步化为行最简形矩阵，从化简的方
式容易看到，行最简形矩阵中非零行的行数也是 r．步骤 3中，把行最简形矩阵用
列变换化为标准形矩阵，从化简的方式也容易看到，标准形矩阵中的非零行的行

数仍然还是 r．而且这时还有一个更为明显的标志，就是标准形矩阵左上方的单位
阵的阶数也是 r．我们把这个数值 r称为矩阵的秩． 

定义3.4  对于一个m n× 矩阵A，设其标准形矩阵为 ( )

( ) ( ) ( )

r r n r
A

m r r m r n r

E O
F

O O
× −

− × − × −

 
=  

 
，

称数值 r为矩阵 A的秩，记为 ( )R A r= ． 

由于对一个矩阵进行初等变换，其标准形是不会变的．因此，初等变换不会

改变矩阵的秩．我们把矩阵的秩称为矩阵在初等变换之下的不变量．以矩阵等价
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的角度来说，亦即：若 ~A B，则 ( ) ( )R A R B= ． 
对于零矩阵O，我们规定 ( ) 0R O = ． 
对于一个一般的m n× 矩阵 A（非零矩阵），显然有1 ( ) min( , )R A m n≤ ≤ ． 

若m n× 矩阵 A的标准形矩阵为 ( )

( ) ( ) ( )

r r n r
A

m r r m r n r

E O
F

O O
× −

− × − × −

 
=  

 
，考虑矩阵 A的转

置矩阵 TA ．A的行变换与 TA 的列变换对应，A的列变换则与 TA 的行变换对应．因

此 n m× 矩阵 TA 的标准形矩阵为 ( )T

( ) ( ) ( )

r r m r
A

n r r n r m r

E O
F

O O
× −

− × − × −

 
=  

 
，有 T( ) ( )R A R A= ． 

例 3.2 求矩阵

1 2 1 1 2
2 4 5 8 13
1 2 5 11 15
3 6 6 8 13

A

 
 
 =
 − −
 
 

的秩． 

解：在前面“利用初等变换将矩阵化为标准形”的内容中，我们已看到，矩

阵 A的标准形为

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

AF

 
 
 =
 
 
 

，此时即有 ( ) 4R A = ． 

我们前面已经看到，在把矩阵化为标准形时，首先化为行阶梯形矩阵，由于

此时非零行的行数 r也就是最终的标准形中左上方的单位阵的阶数 r，因此当我们
需要求一个矩阵的秩时，实际上只需将其用化为行阶梯形矩阵即可．此时行阶梯

形矩阵中非零行的行数即为矩阵的秩． 
按照此求秩方法，对于分块矩阵 ( )A B ，当我们将 ( )A B 化为行阶梯形矩阵之

后，同时也将分块矩阵 ( )A B 中左边部分的 A化为了行阶梯形矩阵．由于 A的行
阶梯形只是整个分块矩阵 ( )A B 的行阶梯形的左边部分，从而显然有

( ) ( )R A R A B≤ ． 
另外，由于在将分块矩阵 ( )A B 化为行阶梯形矩阵的过程中，只用到了行的变

换，所以若将 ( )A B 中的列交换位置，对于 ( )A B 所化的行阶梯形矩阵中的非零行

数是不会有影响的，从而有 ( ) ( )R A B R B A= ． 

例 3.3 求矩阵

3 2 0 5 0
3 2 3 6 1
2 0 1 5 3
1 6 4 1 4

A

 
 − − =
 −
 

− − 

的秩． 

解：对 A作初等行变换，将其化为行阶梯形矩阵 
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3 2 0 5 0
3 2 3 6 1
2 0 1 5 3
1 6 4 1 4

 
 − − 
 −
 

− − 

1 4r r↔
→

1 6 4 1 4
3 2 3 6 1
2 0 1 5 3
3 2 0 5 0

− − 
 − − 
 −
 
 

 

2 1
3 1

4 1

3
2

3

r r
r r

r r

−
−

−
→

1 6 4 1 4
0 20 15 9 13
0 12 9 7 11
0 16 12 8 12

− − 
 − − 
 − −
 

− − 

2 4r r↔
→  

1 6 4 1 4
0 16 12 8 12
0 12 9 7 11
0 20 15 9 13

− − 
 − − 
 − −
 

− − 

3 2

4 2

3
4

5
4

r r

r r

−

−
→

1 6 4 1 4
0 16 12 8 12
0 0 0 1 2
0 0 0 1 2

− − 
 − − 
 −
 

− 

 

4 3r r+
→

1 6 4 1 4
0 16 12 8 12
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0

− − 
 − − 
 −
 
 

 

即得 ( ) 3R A = ． 

在整个过程中进行了两次交换行的变换，其目的只是为了使下面的变换过程

在运算上简单一些，并不是必须要进行的，读者可尝试不做这两次交换行的变换

来完成化行阶梯形矩阵的过程． 
注意：对于矩阵 A，如果我们用不同的行变换来化简，得到的行阶梯形矩阵

可以是不同的矩阵，但非零行的行数总是相同的，即求得的 A的秩是相同的． 
对于一个m n× 矩阵 A，如果 ( )R A m= ，则称 A为行满秩矩阵；如果 ( )R A n= ，

则称 A为列满秩矩阵．如例 3.2中的矩阵即为行满秩矩阵． 
当 A为 n阶方阵时，如果 ( )R A n= ，则称 A为满秩矩阵；如果 ( )R A n< ，则

称 A为降秩矩阵． 

3.2  初等矩阵 

对于两个等价的矩阵 ~A B，一般 A B≠ ．利用初等矩阵，可以在 A、B之间
建立等式联系，进而解决一些与矩阵有关的问题（例如求方阵的逆阵）． 

3.2.1  初等矩阵 

定义 3.5  对单位矩阵 E进行一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵． 
3种初等变换分别对应着 3种初等矩阵： 
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（1） E的第 i、j行（列）互换得到的矩阵 
1

1
0 1

1
( , )

1
1 0

1

1

i

E i j

j

i j

 
 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 
  
 

O

L

M O M

L

O

——行

——列

列 列

 

（2） E的第 i行（列）乘以非零数 k得到的矩阵 
1

( ( ))

1

E i k ik

i

 
 
 
 =
 
 
 
 

O

O
——行

列

 

（3）E的第 j行乘以数 k加到第 i行上，或 E的第 i列乘以数 k加到第 j列上

得到的矩阵 
1

1
( ( ))

1

1

ik
E ij k

j

i j

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

O
L
O M

O

——行

——列

列 列

 

容易验证，对于 3种初等矩阵，有 
| ( , ) | 1E i j = − ； | ( ( )) |E i k k= ； | ( ( )) | 1E ij k = ． 

从而 3种初等矩阵都是可逆的，且有 
1( , ) ( , )E i j E i j− = ； 1 1( ( )) ( ( ))E i k E i k− −= ； 1( ( )) ( ( ))E ij k E ij k− = − ． 

即初等矩阵的逆阵仍为初等矩阵． 
初等矩阵是通过对单位矩阵 E进行一次初等变换（可以是行变换，也可以是
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列变换）而产生的．我们可以把初等矩阵和用来产生这个初等矩阵的初等行变换

及初等列变换对应起来．例如： 

初等矩阵

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 
 
 
 
 

对应的行变换是 2 3r r↔ ，对应的列变换是 2 3c c↔ ； 

初等矩阵

1 0 0
0 1 0
0 0 k

 
 
 
 
 

对应的行变换是 3r k× ，对应的列变换是 3c k× ； 

初等矩阵

1 0 0
0 1
0 0 1

k
 
 
 
 
 

对应的行变换是 2 3r kr+ ，对应的列变换是 3 2c kc+ ． 

一个矩阵 A，若左乘一个初等矩阵 P，则相当于对 A进行了一次 P所对应的

初等行变换，如 

1 0 0
0 0 1
0 1 0

a b c d a b c d
e f g h i j k l
i j k l e f g h

     
     =     
     
     

 

相当于

a b c d
e f g h
i j k l

 
 
 
 
 

2 3r r↔
→

a b c d
i j k l
e f g h

 
 
 
 
 

 

而矩阵 A右乘一个初等矩阵 P，则相当于对 A进行了一次 P所对应的初等列
变换，如 

1 0 0
0 1
0 0 1

a b c a b kb c
k

d e f d e ke f

 
+     =     +    

 

 

相当于    
a b c
d e f

 
 
 

3 2c kc+
→

a b kb c
d e ke f

+ 
 + 

． 

容易验证，一般情况下这个性质也是成立的．此性质可以表述为如下的定理： 
定理 3.2 设 A是一个m n× 矩阵，对 A施行一次初等行变换，相当于用对应

的 m阶初等矩阵左乘 A；对 A施行一次初等列变换，相当于用对应的 n阶初等矩
阵右乘 A．（证明略） 

对于矩阵 A，设其经由 t个初等行变换、 s个初等列变换后化为了标准形 F，
设 t个初等行变换所对应的初等矩阵为 1 2, , , tH H HL ， s个初等列变换所对应的
初等矩阵为 1 2, , , sL L LL ，则 A F→ →L 的变换过程可以等价地表示为 

2 1 1 2t sH H H A L L L F=L L  

当 A为 n阶可逆方阵时，因初等矩阵都可逆，从而其标准形 F也必可逆． 
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设
( )

( ) ( ) ( )

r r n r

n r r n r n r

E O
F

O O
× −

− × − × −

 
=  

 
，若 0n r− > ，则 0F = ， F不可逆， 

从而必有 0n r− = ，即 nF E= ．由此即得以下定理： 

定理 3.3 n阶方阵 A可逆的充要条件是： A可以表示为若干个初等矩阵的
乘积． 

证明：（充分性） 
若 1 2 kA P P P= L ，其中 1 2, , , kP P PL 为初等矩阵，由初等矩阵都可逆，可得其

乘积 A也可逆． 
（必要性） 
若 A可逆，则 A的标准形必为单位矩阵 E，且有 

2 1 1 2t sH H H A L L L E=L L ，其中H 、 L为初等矩阵． 

由于初等矩阵的逆矩阵也是初等矩阵，从而 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 1 1 2 2 1t s t sA H H H E L L L H H H L L L− − − − − − − − − − − −= =L L L L ， 

即 A可以表示为若干个初等矩阵的乘积． 
由定理 3.3，可以给出求逆矩阵的初等变换法． 

3.2.2  求逆矩阵的初等变换法 

对于可逆的 n阶方阵 A，其逆阵 1A− 也可逆． 
由定理 3.3，设 1

1 2 kA P P P− = L ，其中 1 2, , , kP P PL 为初等矩阵， 

此时，有 1
1 2 kE A A P P P A−= = L   （1） 

及 1
1 2 kA P P P E− = L ．         （2） 

（1）式可理解为对于单位矩阵 A，进行了若干个初等行变换，把 A化为了单
位阵 E． 

（2）式可理解为对于单位矩阵 E，进行了相同的初等行变换，把 E化为了 1A− ． 
因此，求方阵 A的逆矩阵 1A− 时，可构造 2n n× 矩阵 ( )A E ，然后对其施以初

等行变换将 A化为单位矩阵E，则上述初等行变换同时也将其中的E化为了 1A− ，即 
1( ) ( )A E E A−→

初等行变换  

这就是求逆矩阵的初等变换法． 

例 3.4 对于第 2 章例 2.22 中的方阵
3 1 0
2 1 1

2 1 4
A

− 
 = − 
 − 

，用初等变换法求其

逆阵． 
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解： 
3 1 0 1 0 0

( ) 2 1 1 0 1 0
2 1 4 0 0 1

A E
− 

 = − 
 − 

→

1 11 0 0 0
3 3

2 1 1 0 1 0
2 1 4 0 0 1

 − 
 

− 
 − 

 

→

1 11 0 0 0
3 3
1 20 1 1 0
3 3
1 20 4 0 1
3 3

 − 
 
 
 
 
 − − 
 

→

1 11 0 0 0
3 3
1 20 1 1 0
3 3

0 0 5 0 1 1

 − 
 
 
 
 
 

 

→

1 11 0 0 0
3 3
1 20 1 1 0
3 3

1 10 0 1 0
5 5

 − 
 
 
 
 
  
 

→

1 11 0 0 0
3 3
1 2 4 10 0
3 3 5 5

1 10 0 1 0
5 5

 − 
 
 − 
 
  
 

 

→

1 11 0 0 0
3 3

12 30 1 0 2
5 5
1 10 0 1 0
5 5

 − 
 
 − 
 
  
 

→

4 11 0 0 1
5 5

12 30 1 0 2
5 5
1 10 0 1 0
5 5

 − 
 
 − 
 
  
 

， 

即得 1

4 11
5 5

12 32
5 5
1 10
5 5

A−

 − 
 
 = − 
 
  
 

． 

注意：在将 A化为单位矩阵 E时，只能用初等行变换，步骤是：首先将 A
化为行阶梯形矩阵，再化为行最简形矩阵（ A可逆时其行最简形矩阵就是单位
阵 E）． 

3.3  行列式观点下矩阵秩的定义 

对于矩阵的秩也可以从行列式的角度来给出如下的定义： 
定义 3.6  在m n× 矩阵 A中，任取 k行 k列（1 k m≤ ≤ ，1 k n≤ ≤ ），位于

这些行列交叉处的 2k 个元素，不改变它们在 A中所处的位置次序而得到的 k阶行
列式，称为矩阵 A的 k阶子式． 
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注：m n× 矩阵 A的 k阶子式共有 k k
m nC C⋅ 个． 

设 A为m n× 矩阵，当 A O= 时，它的任何子式都为 0．当 A O≠ 时，它至少有

一个元素不为 0，即它至少有一个一阶子式不为 0．再考察二阶子式，若 A中有一
个二阶子式不为 0，则往下考察三阶子式，如此进行下去，最后必得到 A中有 r阶
子式不为 0，而再没有比 r更高阶的不为 0的子式．这个不为 0的子式的最高阶数
r即为行列式观点下矩阵秩的定义． 
定义 3.4' 设 A为m n× 矩阵，如果存在 A的 r阶子式不为 0，而任何 1r + 阶

子式（如果存在的话）皆为 0，则称数 r为矩阵 A的秩，记为 ( )R A ，并规定零矩
阵的秩等于 0． 

在此定义之下，矩阵的秩具有如下性质： 
定理 3.4  若矩阵 ~A B，则 ( ) ( )R A R B= ． 

证明： 
（1）设矩阵 A经过一次初等行变换变为 B，此时 A中的一个子式 AD 在 B中

都有一个对应子式 BD ，两个子式的元素相同，但元素之间的相对位置则可能相同
（如果对 A进行的初等行变换没有涉及 AD 中的元素），也可能不同（如果对 A进
行的初等行变换涉及了 AD 中的元素）． 

设 ( )R A r= ，则 A中存在某个 r阶子式 0AD ≠ ，若 A是经过变换 i jr r↔ 变为

B，设 AD 在 B中的对应子式为 BD ，由行列式性质，有 B AD D= ，或 B AD D= − ，

都有 0BD ≠ ． 
若 A是经过变换 ir k× 变为 B（ k不为 0），设 AD 在 B中的对应子式为 BD ，由

行列式性质，有 B AD D= 或 B AD kD= ，都有 0BD ≠ ． 
若 A是经过变换 i jr kr+ 变为 B，设 AD 在 B中的对应子式为 BD ，若 AD 中不含

A的第 i行的元素，则 0B AD D= ≠ ，若 AD 中同时含 A的第 i行和第 j行的元素，
仍有 0B AD D= ≠ ，若 AD 中含 A的第 i行的元素，但不含 A的第 j行的元素，则由
行列式的性质 2.4， B A AD D kD′= + ， AD′也是 A中的一个 r阶子式，其中不含有 A的
第 i行的元素，若 0AD′ = ，则 0B AD D= ≠ ，若 0AD′ ≠ ，则由于 AD′中不含有 A的
第 i行的元素，设 AD′在 B中的对应子式为 BD′，则有 0B AD D′ ′= ≠ ． 

综合以上各种情况，若矩阵 A中存在一个 r阶非零子式，对 A进行一次初等
行变换得到矩阵 B，在矩阵 B中也必定可找出一个 r阶非零子式． 

对于矩阵 A进行一次初等列变换得到矩阵 B的情形，只需将以上证明过程中
的“行”换为“列”即可． 
由此即得： ( ) ( )R A R B≤ ． 
因为矩阵 B也可由逆变换得回 A，同样有 ( ) ( )R B R A≤ ．从而 ( ) ( )R A R B= ． 

即得：一次初等变换不改变矩阵的秩． 
（2）设矩阵 A经过一系列初等变换变为矩阵 B，因为每一次初等变换都不改

变矩阵的秩，从而 ( ) ( )R A R B= ． 
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对于一个m n× 矩阵 A，若将矩阵 A经过一系列初等变换化为标准形 

( )

( ) ( ) ( )

r r n r
A

m r r m r n r

E O
F

O O
× −

− × − × −

 
=  

 
， 

AF 中有唯一的一个 r阶子式 0rE ≠ ，而所有 1r + 阶子式都为 0，从而按照定
义3.4′，即有 ( )AR F r= ，再由定理 3.4，即得 ( ) ( )AR A R F r= = ．这与我们之前按

照定义 3.4给出的秩的定义 ( )R A r= 是相同的． 

习题三 

1．把下列矩阵化为行最简形矩阵： 

（1）
1 0 2 1
2 0 3 1
3 0 4 3

− 
 
 
 − 

；     

（2）
0 2 3 1
0 3 4 3
0 4 7 1

− 
 − 
 − − 

； 

（3）

1 1 3 4 3
3 3 5 4 1
2 2 3 2 0
3 3 4 2 1

− − 
 − − 
 − −
 

− − − 

；    

（4）

2 3 1 3 7
1 2 0 2 4
3 2 8 3 0
2 3 7 4 3

− − 
 − − 
 −
 

− 

． 

2．从矩阵 A中划去一行得到矩阵 B，则 A、B的秩有何关系？ 
3．求作一个秩是 4的方阵，它的两个行向量是 (1,0,1,0,0)和 (1, 1,0,0,0)− ． 

4．求下列矩阵的秩： 

（1）
3 1 0 2
1 1 2 1
1 3 4 4

 
 − − 
 − 

；    

（2）
3 2 1 3 1
2 1 3 1 3
7 0 5 1 8

− − − 
 − − 
 − − 

； 
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（3）

2 1 8 3 7
2 3 0 7 5
3 2 5 8 0
1 0 3 2 0

 
 − − 
 −
 
 

. 

5．试利用矩阵的初等变换求下列方阵的逆矩阵： 

（1）
3 2 1
3 1 5
3 2 3

 
 
 
 
 

；     

（2）

3 2 0 1
0 2 2 1
1 2 3 2
0 1 2 1

− − 
 
 
 − − −
 
 

． 

6．（1）设
4 1 2
2 2 1
3 1 1

A
− 

 =  
 − 

，

1 3
2 2
3 1

B
− 

 =  
 − 

，求 X使 AX B= ． 

（2）设
0 2 1
2 1 3
3 3 4

A
 
 = − 
 − − 

，
1 2 3
2 3 1

B  
=  − 

，求 X 使 XA B= ． 
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