
第三章  线性方程组 

自然科学、工程技术和经济管理中的许多问题在研究中归结为求解一个线性方程组．在

第一章中我们介绍了克莱姆法则，但它只适用于线性方程组中方程个数与未知量个数相等，并

且其系数行列式不等于零的情形，这时线性方程组有唯一一组解．但是，如果其系数行列式等

于零，方程组如何求解？若方程组的方程个数与未知量个数不相等，其解又是如何？解决这些

问题，我们需要另辟蹊径． 
例 1  一个木工、一个电工、一个油漆工，三人相互同意彼此装修他们自己的房子．在装

修之前，他们达成了如下协议：①每人总共工作十天（包括给自已家干活在内）；②每人的日

工资根据一般的市价在 60～80 元之间；③每人的日工资数应使得每人的总收入与总支出相

等．表 3-1 是他们协商后制定出的工作天数的分配方案 ．试确定每人的日工资．  

表 3-1 

 木工 电工 油漆工 

在木工家的工作天数 2 1 6 

在电工家的工作天数 4 5 1 

在油漆工家的工作天数 4 4 3 

解  设木工、电工、油漆工的日工资分别为 1 2 3, ,x x x ，由题意，得方程组 

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

2 6 10
4 5 10
4 4 3 10

x x x x
x x x x
x x x x

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

， 

整理得 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

8 6 0
4 5 0

4 4 7 0

x x x
x x x

x x x

− + + =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + − =⎩

， 

其系数行列式 

8 1 6
4 5 1 0
4 4 7

D
−

= − =
−

． 

虽然方程个数与未知量个数相等，但是系数行列式 0D = ，克莱姆法则失效． 
例 2  图 3-1 给出了某城市部分单行街道的交通流量（每小时通过的车辆数）． 
图中有 6 个路口，已有 9 条街道记录了当天的平均车流量．另有 7 处的平均车流量未知．试

利用每个路口的进出车流量相等关系推算这 7 处的平均车流量． 
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图 3-1 

解  由题意，得方程组 

1 3

1 4 2

5 2

3 6

4 6 7

7 5

300 400
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200 300

300 500

x x
x x x

x x
x x

x x x
x x

+ = +⎧
⎪ + = +⎪
⎪ + = +⎪
⎨ + = +⎪
⎪ + =
⎪

+ = +⎪⎩

， 

整理得 

1 3

1 2 4

2 5

3 6

4 6 7

5 7

700
200

200
500

0
200

x x
x x x

x x
x x

x x x
x x

+ =⎧
⎪ − + =⎪
⎪ − =⎪
⎨ + =⎪
⎪ + − =
⎪

− + =⎪⎩

． 

有 6 个方程，7 个未知量，二者数量不相等，克莱姆法则失效． 
以上两例均无法用克莱姆法则求解．我们将在本章第四节解决． 
本章将首先讨论 n 维向量组的线性相关性、向量组的极大无关组及向量组秩的概念，接

着运用向量和矩阵的知识，对线性方程组的一般情形——有 n 个未知数、m 个方程的线性方程

组，解决以下三个问题：如何判定线性方程组是否有解？在有解的情况下，解是否唯一？在解

不唯一时，解的结构如何？ 

第一节  n 维向量及其线性关系 

为了对线性方程组的内在联系和解的结构等问题作出进一步讨论，引进 n维向量及与之有

关的概念，这些概念也是学习线性代数其它有关内容的重要工具．  

一、n 维向量 

1．n 维向量的概念 

定义 1  由 n个数组成的一个 n元有序数组 
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1 2( , , , )na a aα =  
称为一个 n 维向量，其中 ( 1,2, , )ia i n= ⋅ ⋅ ⋅ 称为α 的第 i 个分量． 

向量一般用小写希腊字母 , ,α β γ 等表示． 

定义 1 中的α 称为行向量，向量有时也可用下面的列向量形式给出 
1

2

n

a
a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

α ． 

分量均为零的向量，称为零向量，记作 0 ，即 
0 (0,0, ,0)= ． 

向量 1 2( , , , )na a a=α 各分量的相反数所构成的向量，称为α 的负向量，记作 −α ，即 

1 2( , , , )na a a− = − − −α ． 

易知1 n× 矩阵可以看作 n维行向量，而 1n × 矩阵可以看作 n维列向量． 
2． n维向量的运算 
（1）向量相等． 
定义 2  设向量 1 2( , , , )na a a=α 与 ( )1 2, , , nb b b=β ，如果它们的对应分量相等，即

( )1,2, ,i ia b i n= = ，则称向量α 与 β 相等，记作 =α β ． 

（2）向量的和与差． 
定义 3  设向量 1 2( , , , )na a a=α 与 ( )1 2, , , nb b b=β ，则称向量 ( )1 1 2 2, , , n na b a b a b+ + + 为向量

α 与 β 的和，记作 +α β ，即 

1 1 2 2( , , , )n na b a b a b+ = + + +α β ． 
将α + ( )−β 写作 −α β ，称为α 与 β 的差，即 

−α β = 1 1 2 2( , , , )n na b a b a b− − − ． 
设有 n维向量 ὰ 、 β 、 γ ，根据定义 3，容易验证向量的加法满足以下基本性质： 
① α + β = β +α ； 
② (α + β )+ γ =α +( β + γ )； 

③ + =0α α ； 
④ ( )+ − = 0α α ． 

（3）数乘向量． 
定义 4  设向量 ( , , , )na a a= 1 2α ，k 为一实数，则向量 1 2, , , nka ka ka( )称为 k 与α 的数乘

积，记作 kα ，即 
( , , )nk ka ka ka=α 1 2 ． 

设α 、 β 为 n 维向量，k、l 均为实数，根据定义 4 容易验证向量的数乘满足： 
（1）k(α + β )=kα +k β ； 

（2）(k+l)α =kα +lα ； 
（3）(kl)α =k(lα )； 

（4）1α =α ． 
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例 1  设α =(3, −2,1,−1)， β =(1,1,2, −3)，求 3α +4 β ． 

解  3α +4 β =3(3, −2,1, −1)+4(1,1,2, −3) 

=(9, −6,3, −3)+(4,4,8, −12) 
=(13, −2,11, −15)． 

例 2  设α =(2,1, −2)， β =(1, −2,3)，且 2α + γ =3 β ，求 γ ． 
解  由 2α + γ =3 β ，得 

γ =3 β −2α  

=3(1, −2,3) −2(2,1, −2) 
=(3, −6,9) − (4,2, −4) 
=(−1, −8,13)． 

例 3  将线性方程组 

 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

 （3.1） 

写成向量方程的形式． 

解  令 
n

n
n

mm m mn

aa a b
a a a b

ba a a

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 α α α β

111 12 1

21 22 2 2
1 2

1 2

， ， ， ， ， 

则线性方程组的向量的形式为 

111 12 1

21 22 2 2
1 2

1 2

n

n
n

mm m mn

aa a b
a a a b

x x x

ba a a

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

即 
n nx x x+ + + =1 1 2 2α α α β ． 

二、向量组的线性相关性 

向量之间除以上运算关系外还存在其他关系，其中最主要的是向量组的线性相关与线性

无关．为了给出这两个概念，先介绍线性组合与线性表示． 
1．线性组合与线性表示 
定义 5  设有m 个 n维向量 , , , m1 2α α α ，若有一个 n维向量 β 可以写成如下形状 

m mk k k= + + +1 1 2 2β α α α ， 

其中 ( 1,2, , )ik i m= 是数，则称 β 是向量组 , , , m1 2α α α 的线性组合，或称 β 可由向量组

, , , m1 2α α α 线性表示． 
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例 4  设向量 1 2( 2,1, 1,0), (3,1,5, 1), ( 1,3,3, 1),= − − = − = − −α α β 因为 

1 22= +β α α ， 
所以向量 β 是向量组 1 2,α α 的线性组合． β 可由 1 2,α α 线性表示． 

例 5  二维向量组 1 2(1,0), (0,1)= =e e 称为二维基本（单位）向量组．任意一个二维向量

1 2( , )a a=α 都可由 1 2,e e 线性表示，即 

1 1 2 2e e= +α α α ． 
例 6  设零向量 0 (0,0,0)= 及 1 2(2, 1,1), (1, 5, 3)= − = − −α α ．因为 

0 1 20 0= ⋅ + ⋅α α ， 
所以向量 0 是向量组 1 2,α α 的线性组合． 

实际上，零向量是任意一组向量 1 2, , , mα α α 的线性组合，或者说零向量可由任一向量组

1 2, , mα α α 线性表示． 
例 7  设有 1 2 3(1, 5,2), (1, 1,2), (1,1,1), (0,2,1)= − = − = =β α α α ，问 β 能否表成 1 2 3, ,α α α 的线

性组合？若能，写出具体表示式． 
解  设 1 1 2 2 3 3k k k= + +β α α α ，其中 1 2 3, ,k k k 为数． 

则 1 2 3(1, 5,2) (1, 1,2) (1,1,1) (0,2,1)k k k− = − + +  

1 1 1 2 2 2 3 3

1 2 1 2 3 1 2 3

( , , 2 ) ( , , ) (0,2 , )
( , 2 ,2 ) .
k k k k k k k k
k k k k k k k k

= − + +

= + − + + + +
 

由向量相等定义，可得方程组 
1 2

1 2 3

1 2 3

1
2 5

2 2

k k
k k k
k k k

+ =⎧
⎪− + + = −⎨
⎪ + + =⎩

， 

解该线性方程组（用消元法或克莱姆法则）得 
1

2

3

2
1
1

k
k
k

=⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

， 

所以 1 2 32= − −β α α α ． 
即 β 能表示成 1 2 3, ,α α α 的线性组合． 

从例 7 可以看出，线性表示的问题可以归结为求解一个线性方程组的问题．反之，判断

一个线性方程组是否有解的问题也可以归结为向量的线性组合问题． 
如例 3，方程组改写成向量的形式 

1 1 2 2 n nx x x+ + + =α α α β ， 
线性方程组是否有解，等价于向量 β 能否表示为 1 2, , , nα α α 的线性组合．反之，若 β 能用

1 2, , , nα α α 唯一地表示出来，则方程组有唯一解（见例 4）；若 β 能由 1, 2, , , nα α α 用多种形式

表示，则方程组有多组解． 
但需要注意的是，并非每一个向量都可以表示为某几个向量的线性组合．比如向量（−1，

2）就不能用向量（−3，0）及（1，0）的线性组合来表示．因为对于任意的一组数 1 2,k k ，有 

1 2 1 2( 3,0) (1,0) ( 3 ,0) ( 1,2)k k k k− + = − + ≠ −  
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2．线性相关与线性无关 
定义 6  设 1 2, , , mα α α 是m 个 n维向量，如果存在m 个不全为零的数 1 2, , , mk k k 使得 

1 1 2 2 m mk k k+ + + =α α α 0 ， 
则称向量组 1 2, , , mα α α 线性相关；否则，称向量组 1 2, , , mα α α 线性无关．亦即仅当 1 2, , , mk k k
都等于零时，上式才成立，称向量组 1 2, , , mα α α 线性无关． 

例如，对向量组 1 2 3(4,1, 3), ( 8, 2,6), (2,7,1)= − = − − =α α α ，由于有 1 2 32 0+ + ⋅ =α α α 0，这里，

1 2 32, 1, 0k k k= = = 是不全为零的数，故 1 2 3, ,α α α 是线性相关的． 

例 8  判断向量组 
1 2 3(1,1,1), (2,0,4), (3,1,5)= = =α α α  

的线性相关性． 
解  设有数 1 2 3, ,k k k ，使得 

1 1 2 2 3 3k k k+ + =α α α 0， 

即 1 2 3(1,1,1) (2,0,4) (3,1,5) (0,0,0)k k k+ + = ， 

得方程组 
1 2 3

1 3

1 2 3

2 3 0
0

4 5 0

k k k
k k
k k k

+ + =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + + =⎩

      ， 

由于方程组的系数行列式

1 2 3
1 0 1 0
1 4 5

D = = ，方程组有非零解，故向量组 1 2 3, ,α α α 线性相关． 

如果向量组所含向量个数与向量维数不等，就不能用行列式来判断，而用消元法求解对

应的方程组也是比较繁琐的．在下一节中，我们将给出用矩阵初等变换判断向量组的线性相关

性的方法，计算起来就简单多了． 
形如 

1

2

(1,0,0, ,0)
(0,1,0, ,0)

(0,0,0 ,1)n

e
e

e

=⎧
⎪ =⎪
⎨
⎪
⎪ =⎩

    
 

的向量组称为 n 维基本向量组． 
例 9  试证明 n 维基本向量组线性无关． 

证  设有一组数 1 2, , , nk k k ，使得 

1 2 nk k k+ + + =1 2 ne e e 0． 

相应的线性方程组为 
1 2

1 2

1 2

0 0 0
0 0 0

0 0 0

n

n

n

k k k
k k k

k k k

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

， 
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解得 1 2 0nk k k= = = = ，所以 , , ,1 2 ne e e 线性无关． 
容易证明，任意一个 n维向量 1 2( , , , )na a a= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅α ，都可以用 , , ,1 2 ne e e 线性表示为 

1 2 na a aα = + + ⋅ ⋅ ⋅ +1 2 ne e e ． 

设齐次线性方程组 

 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

          
， （3.2） 

写成向量方程的形式为 
1 1 2 2 n nx x x+ + + =α α α 0， 

其中

1

2

0
0

( 1,2, )

0

j

j
j

mj

a

a
j n

a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 α 0， 都是 m 维列向量． 

由向量线性相关的定义可知：齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是 m 维列向量

1 2, , , nα α α 线性相关． 

例 10  证明：若向量组 1 2 3, ,α α α 线性无关，则向量组 1 2 2 3 3 1, ,+ + +α α α α α α 也线性无关． 
证 设有实数 1 2 3, , ,k k k 使得 

1 1 2 2 2 3 3 3 1( ) ( ) ( )k k k+ + + + + =α α α α α α 0， 

则 
1 3 1 1 2 2 2 3 3( ) ( ) ( )k k k k k k+ + + + + =α α α 0． 

因为 1 2 3, ,α α α 线性无关，所以 

1 3

1 2

2 3

0
0
0

k k
k k

k k

+ =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩

      

      

    

． 

由于齐次线性方程组的系数行列式 

1 0 1
1 1 0 2 0,
0 1 1

D = = ≠  

故方程组只有零解 1 2 3 0,k k k= = = 即向量组 1 2 2 3 3 1, ,+ + +α α α α α α 线性无关． 

下面给出一些有关向量组线性相关的定理及性质． 
定理 1  向量组 1 2, , , mα α α 线性相关的充要条件是其中至少有一个向量可由其余向量线

性表示． 
证  必要性  因为 1 2, , , mα α α 线性相关，故存在不全为零的数 1 2, , , mk k k ，使得 

1 1 2 2 m mk k k+ + + =α α α 0． 
不妨设 0ik ≠ （1 i m≤ ≤ ），则有 
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1 11
1 1 1

i i m
i i i m

i i i i

k k kk
k k k k

− +
− += − − − − − −α α α α α ， 

即向量 iα 可由 1 1 1, , , , ,i i m− +α α α α 线性表示． 
充分性  设 jα 可被其余向量线性表示 

1 1 1 1 1 1j j j j j m ml l l l− − + += + + + + +α α α α α ， 

即有 1 1 1 1 1 1j j j j j m ml l l l− − + ++ + − + + + =α α α α α 0． 

由于 1 0jl = − ≠ ，所以这组数 1 1 1, , , 1, , ,j j ml l l l− +− 不全为零，故 1 2, , , mα α α 线性相关． 

性质 1  如果一个向量组的一部分向量线性相关，则这个向量组线性相关．（部分相关则

整体相关） 
证  不妨设向量组 1 2, , , mα α α 中的部分向量 1 2, , , ( )s s m<α α α 线性相关，则存在不全为

零的数 1 2, , , sk k k ，使得 

1 1 2 2 s sk k k+ + + =α α α 0， 

从而有 
1 1 2 2 10 0s s s mk k k ++ + + + + + =α α α α α 0， 

其中 1 2, , , ,0, ,0sk k k 不全为零，所以整个向量组 1 2, , , mα α α 线性相关． 

由性质 1 可得下面性质 2． 
性质 2  如果一个向量组线性无关，则它的任何一部分向量也线性无关．（整体无关则部

分无关） 

习题一 

1．已知向量 ( 1,0,2,4) (2,1, 1,0)= − = −α β， ，求 2     2 3− − +α β α β α β， ， ， ． 
2．设 1 2 3(1,1,0) (0,1,1) (3,4,0)= = =α α α， ， ，求 1 2−α α 及 1 2 33 2+ −α α α ． 
3．设 (1 2 3 1) ( 3 1 5 7)= − = −α β，，， ， ，，， ，求向量 γ ，使得 2 + =α γ β ． 
4．设 1 2 33( ) 2( ) 5( )− + + = +α β α β α β ，其中 1 2(2 5 1 3) (10 1 5 10)= =α α，，，， ，，， ， 

3 (4 1 1 1)= −α ，， ， ，求 β ． 
5．已知 1 2 3(1,2, 1 0) (3 1 0, 4) (0 1 0 1)= − = − = −α α α，， ，， ， ，，， ． 
（1）求 1 2 32 3+ +α α α ； 
（2）若 1 2 32( 3( 4(+ − − = +α β α β α β） ） ），求 β ． 
6．判断向量 β 能否由其余向量线性表示，若能，写出线性表示式． 

（1） 1 2( 1,7) (1, 1) (2,4)= − = − =β α α， ， ；  
（2） 1 2 3(2,3 1) (1, 1,2) ( 1,2,-3) (2, 3,6)= − = − = − = −β α α α， ， ， ； 
（3） 1 2(1,2,0) (2, 11,0) (1,0,2)= = − =β α α， ， ； 
（4） 1 2 3 4(3, 2,1,4) (1,0,0,0) (0,1,0,0) (0,0,1,0) (0,0,0,1)e e e e= − = = = =β ， ， ， ， ． 

7．判断下列向量组的线性相关性． 
（1） 1 2(1,1,1) (0,1,2)= =α α， ； 
（2） 1 2 3( 1,0) (1,1) (0,1)= − = =α α α， ， ； 
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（3） 1 2 3 4(1,3,1) (0,2,4) (-6,5,0) (0,7,1)= = = =α α α α， ， ， ． 
8．当 t 为何值时， 1 2 3( , 1, 1) ( 1, , 1) ( 1, 1, )t t t= − − = − − = − −α α α， ， 线性相关？ 
9．设 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 1= + = + = + = +β α α β α α β α α β α α， ， ， ，试证明向量组 1 2 3 4, , ,β β β β 线

性相关． 
10．证明：一个向量α 线性相关的充要条件是α = 0，即α 是一个零向量． 
11．试证明向量组 0, 1 2 3, ,α α α （这些向量同维数）是线性相关的． 

12．证明：若一组向量中有两个向量相同，则这组向量必线性相关． 

第二节  向量组的秩 

m 个 n 维向量形成的向量组的线性相关性是就全体 m 个向量而言的．但是，其中最多有多少

个向量是线性无关的呢？如何抽出尽可能少的向量去代表全组呢？这就是本节要讨论的问题． 
定义 1  若向量组 1 2, , , mα α α 中的部分向量组 1 2, , , rα α α  满足： 
（1） 1 2, , , rα α α 线性无关； 
（2）向量组 1 2, , , mα α α 中的任意一个向量都可由 1 2, , , rα α α 线性表示， 

则称部分向量组 1 2, , , rα α α 为向量组 1 2, , , mα α α 的一个极大线性无关组，简称极大无关组． 
例 1  设向量组 1 (1, 1, 1)= − −α ， 2 ( 3,2,0)= −α ， 3 (3, 2,0)= −α ，可以验证向量组 1 2 3, ,α α α  线

性相关，但其中部分向量组 1 2,α α 线性无关，而且 1 2 3, ,α α α  都可以由 1 2,α α 线性表示，即 

1 1 2 2 1 2 3 1 21 0 0 1 0 ( 1)= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + − ⋅α α α α α α α α α， ， ， 
所以 1 2,α α 是 1 2 3, ,α α α 的一个极大无关组． 

同样可以验证部分向量组 2 3,α α 也是 1 2 3, ,α α α 的一个极大无关组． 

特别的，若向量组本身线性无关，则该向量组就是极大无关组，例如，n 维基本向量组

1 2, , , ne e e 是极大无关组． 

一般的，向量组的极大无关组可能不止一个，那么，这些极大无关组所含向量的个数是

否相等呢?下面定理 1 回答了该问题．  
定理 1  向量组中如果有多个极大无关组，则它们所含向量的个数一定相等． 
定理 1 表述了向量组的一个重要的内在性质．因此，引入下述概念． 
定义 2  向量组 1 2, , , mα α α 的极大无关组所含向量的个数称为向量组的秩．记作

1 2( , , , ).mr α α α  

若一个向量组中只含零向量，则规定它的秩为零． 
给出一个向量组，如果用定义来求它的极大无关组及秩，是比较繁琐的．为了找到更简

单可行的方法，将向量组的秩与矩阵的秩联系起来，给出下面定义及定理． 
设矩阵 

A

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

A 的每一行为一个 n 维行向量，故它有 m 个行向量 
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1 11 12 1( , , , )na a a=α  

2 21 22 2( , , , )na a a=α  

 
m m1 m2( , , , )mna a a=α  

称为 A 的行向量组． 
同样，矩阵 A 的每一列是一个 m 维列向量，故它有 n 个列向量 

11 12 1

21 22 2
1 2

1 2

, , ,

n

n
n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

β β β , 

称为 A 的列向量组． 
定义 3  矩阵 A 的行向量组的秩称为 A 的行秩；A 的列向量组的秩称为 A 的列秩． 
例如，矩阵 

A
1 1 0
3 2 0

3 2 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

的行向量组 
1

2

3

(1, 1,0)
( 3,2,0)
(3, 2,0)

= −
= −
= −

α
α
α

 

即为上例 1， 3 1 20 ( 1)= ⋅ + − ⋅α α α ，故行向量组 1 2 3, ,α α α 线性相关．但是 1 2,α α 线性无关，故 1 2,α α

为极大无关组．于是行向量组的秩为 2，所以 A 的行秩为 2． 
又 A 的列向量组 

1

1
3

3

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β ， 2

1
2
2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

β ， 3

0
0
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

β ， 

也容易看出，列向量组的秩为 2，故 A 的列秩为 2． 
可以证明：矩阵 A 的行秩、列秩和矩阵的秩是相等的．我们将它表述成定理 2． 
定理 2  矩阵 A 的秩和矩阵 A 的行秩、列秩均相等． 
例 2  对于构成阶梯形矩阵 

1 4 1 0 2
0 5 1 2 0
0 0 0 3 2

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

的五个列向量，由定理 2 可知，其秩为 3．又因为 A 的首非零元所在的第一、二、四列的列向

量是线性无关的，而若再加上一个列向量就线性相关，所以这五个列向量构成的向量组的极大

无关组由首非零元所在列的列向量组成． 
当矩阵不是阶梯形矩阵时，可以通过初等行变换将其化为阶梯形矩阵，由定理 2 和下面
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定理 3 即可求出其列向量组的秩和极大无关组． 
定理 3  列向量组通过初等行变换不改变线性相关性． 
总之，求一向量组的秩和极大无关组，可以将这些向量作为矩阵的列构成一个矩阵，用

初等行变换将其化为阶梯形矩阵，此阶梯形矩阵非零行的行数就是向量组的秩，首非零元所在

列对应的原来向量组就是极大无关组． 
例 3  设向量组 

1 (1, 2, 0, 0 )= −α ， 2 ( 1,4,2, 1)= − −α ， 

3 (0,2,2, 2)= −α ， 4 ( 1,6,4, 1)= − −α ， 

求向量组的秩及其一个极大无关组． 
解  作矩阵 1 2 3 4( , , , ),A = α α α α 用初等行变换将 A 化成阶梯形矩阵，即 

A

1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1
2 4 2 6 0 2 2 4 0 1 1 2 0 1 1 2

0 2 2 4 0 2 2 4 0 1 2 1 0 0 1 1
0 1 2 1 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0

− − − − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → → →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

所以，向量组的秩 3,r = 且 1 2 3, ,α α α 为向量组的一个极大无关组． 

若要将其余向量用极大无关组线性表示出来，则继续对矩阵进行初等行变换，化为行简

化阶梯形阵，线性表示式的系数就是该向量对应于行简化阶梯形阵中列向量的分量． 
例 3 中，对已化成的阶梯形阵继续进行初等行变换： 

1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 2
0 1 1 2 0 1 1 2 0 1 0 3 0 1 0 3
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ → →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

因此， 4 1 2 32 3= + −α α α α ． 
例 4  求向量组 1 2 3 4(2, 6,4), ( 1,2, 3), (1,0,5), (1,3,8)= − = − − = =α α α α 的秩及其一个极大无

关组，并将其余向量用该极大无关组线性表示． 
解  作矩阵 1 2 3 4( , , , ),A = α α α α 用初等行变换将 A 化成行简化阶梯形矩阵，即 

2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1
6 2 0 3 0 1 3 6 0 1 3 6 0 1 3 6

4 3 5 8 0 1 3 6 0 0 0 0 0 0 0 0
A

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − → − → − → − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

51 0 12 0 2 5 2
0 1 3 6 0 1 3 6
0 0 0 0 0 0 0 0

⎛ ⎞− −⎜ ⎟− −⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟→ − − → − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

， 

所以，向量组的秩 2,r = 且 1 2,α α 为向量组的一个极大无关组，并且 

3 1 2 4 1 2
53 , 6
2

= − − = − −α α α α α α ． 

定理 4  向量组 1 2, , , mα α α 线性无关的充要条件是它的秩 r 等于它所含向量的个数 m． 
例如，n 维基本向量组 , , ,1 2 ne e e 的秩 r=n． 
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定理 4 还表明：如果向量组 1 2, , , mα α α 的秩小于它所含向量个数 m，则向量组 1 2, , , mα α α

线性相关． 
例 5  判断向量组 

1 2 3 4(1, 1, 1,0, 2), ( 1,2,4,1,8), (1,0,2,1,4), ( 1,0,1, 1,2)= − − − = − = = − −α α α α  

是否线性相关？ 
解  作矩阵 1 2 3 4( , , , ),A = α α α α 用初等行变换将 A 化成阶梯形矩阵，即 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1
1 4 2 1 0 3 3 0 0 0 0 3

0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0
2 8 4 2 0 6 6 0 0 0 0 0

A

− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → →−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

向量组的秩 3r = ，而 n=4，所以，此向量组线性相关． 

推论 1  设 m 个 n 维向量，若 m>n，则这个向量组一定线性相关． 
例 6  讨论向量组 1 2 3 4(0, 1, 2), (1,2,3), ( 1, 3,6), ( 3,4,0)= − − = = − − = −α α α α 的线性相关性． 

解  因为此向量组的向量个数多于向量的维数，由定理 4 的推论 1 可知，该向量组线性

相关． 

习题二 

1．求下列向量组的秩和一个极大线性无关组，并将其余向量用极大无关组线性表示． 
（1） 1 2 3(1,2,0) (0, 1,0) (0,0, 3)= = − = −α α α， ，  
（2） 1 2 3 4(1,1,1) (1,1,0) (1,0,0) (1,2, 3)= = = = −α α α α， ， ，  
（3） 1 2 3 4(1,2,1,3) (4, 1, 5, 6) (1, 3, 4, 7) (2,1, 1,0)= = − − − = − − − = −α α α α， ， ，  

2．判断下列向量组的线性相关性． 
（1） 1 2 3(2,1,0) (1,2,1) (0,1,2)= = =α α α， ，  
（2） 1 2 3(1,0,-1,2) ( 1, 1,2,-4) (2,3,-5,10)= = − − =α α α， ，  
（3） 1 2 3(2,1,1) (1,0,4) (5,2,6)= = =α α α， ，  
（4） 1 2 3(2,3,0) ( 1,4,0) (0,0,2)= = − =α α α， ，  
3．设向量组 1 2 3(1,2,0,0) (1,2,3,4) (3,6,0,0)= = =α α α， ， ，试 
（1）求线性组合 1 2 32 3− +α α α ； 

（2）判断其线性相关性； 
（3）求该向量组的秩； 
（4）求其一个极大线性无关组． 
4．求下列矩阵的列向量组的一个极大无关组． 

（1）

1 1 2 2 1
0 2 1 5 1
2 0 3 1 3
1 1 0 4 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

 （2）
1 0 2 1
2 1 3 1
3 4 6 5

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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第三节  线性方程组解的判定 

本节主要讨论含有 n 个未知量、m 个方程的线性方程组 

 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

 （3.3） 

解的判定．我们要解决的问题是如何判断方程组（3.1）何时有解？何时无解？有解时解有

多少？ 
显然，线性方程组（3.3）有没有解，以及有怎样的解，完全决定于方程组的系数和常数

项．因此，将线性方程组写成矩阵形式或向量形式，把矩阵或向量作为讨论线性方程组的工具，

将带来极大的方便． 
方程组（3.3）中各未知量的系数组成的矩阵 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A  

称为方程组（3.3）的系数矩阵．由各系数与常数项组成的矩阵，称为增广矩阵，记作 A ，即 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

a a a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ． 

方程组（3.3）中的未知量组成一个 n 行、1 列的矩阵（或列向量），记作 X ；常数项组成

一个 m 行、1 列的矩阵（或列向量），记作b ，即 

1

2

n

x
x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

X ，

1

2

m

b
b

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

b ． 

由矩阵运算，方程组（3.3）实际上是如下关系： 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

n

x
x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

1

2

m

b
b

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

即                                   =AX b ． 
如果令 
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11

21
1

1m

a
a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α ，

12

22
2

2m

a
a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α ，…，

1

2

n

n
n

mn

a
a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

α ， 

则方程组（3.3）的向量形式为 
1 1 2 2 n nx x x+ + + =α α α b ． 

定理 1  （有解判定定理）方程组（3.3）有解的充分必要条件是秩(A)＝秩( A )． 

证  必要性  因方程组（3.3）有解，设它的一组解为 
1 1 2 2, , , n nx l x l x l= = = ， 

满足方程组（3.3），即 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a l a l a l b
a l a l a l b

a l a l a l b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

． 

设秩(A)=r，由矩阵秩的定义可知，A 中任意 r＋1 阶子式等于零．由方程组（3.3）的向量

形式可以看出，b 是前 n 列的线性组合，由线性相关性可知，A 中任意 r＋1 阶子式等于零．所

以秩(A)不会大于 r．但秩(A)也不会小于 r，故 
秩(A) =秩( A )， 

由 r 的任意性，必要性得证． 
充分性  已知秩(A)=秩( A )=r，则 A 的列秩为 r．不妨设 1 2, , , rα α α 为 A 的列向量组的极

大无关组．显然，这 r 个列向量也是 A 的极大无关组，即 A 的列向量 b 可以由 1 2, , , rα α α 线

性表示，即 
b= 1 1 2 2 r rl l l+ + +α α α ． 

若不然，如果 b 不能由 1 2, , , rα α α 线性表示，则 A 的极大无关组将是 1 2, , , rα α α ,b，即 A

的列秩是 r＋1，与假设矛盾．因而有 
b= 1 1 2 2 10 0r r r nl l l ++ + + + + +α α α α α ， 

故 
1 1 2 2 1, , , 0, , 0r r r nx l x l x l x x+= = = = = ， 

为方程组（3.3）的一组解，因而方程组（3.3）有解．证毕． 
推论 1  线性方程组（3.3）有唯一的充分必要条件是 ( ) ( )r r n= =A A ． 

推论 2  线性方程组（3.3）有无穷多解的充分必要条件是 ( ) ( )r r n= <A A ． 

由矩阵秩的求法可知，判断一个方程组解的情况，只需将其增广矩阵 A 进行初等行变换，

化为阶梯形阵，其非零行行数即为 r( A )，将阶梯形阵的最右一列去掉，非零行行数即为 r(A)，
用定理 1 及推论，得出结论． 

例 1  判断下列方程组是否有解？若有解，是有唯一解还是有无穷多解？ 
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（1）
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 1
2 2 1

7 4 3

x x x
x x x

x x x

− + = −⎧
⎪ − − =⎨
⎪− + − =⎩

 （2）
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 1
2 2 1

7 4 4

x x x
x x x

x x x

− + = −⎧
⎪ − − =⎨
⎪− + − =⎩

 

（3）
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 1
2 2 1

7 5 3

x x x
x x x

x x x

− + = −⎧
⎪ − − =⎨
⎪− + − =⎩

  

解  （1）用初等行变换将增广矩阵化为阶梯形阵，即 
1 3 1 1 1 3 1 1 1 3 1 1
2 2 1 1 0 4 3 3 0 4 3 3
1 7 4 3 0 4 3 2 0 0 0 1

− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − → − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ， 

所以 r( A )=3，r(A)=2；r(A) ≠ r( A )，故方程组无解． 
（2）用初等行变换将增广矩阵化为阶梯形阵，即 

1 3 1 1 1 3 1 1 1 3 1 1
2 2 1 1 0 4 3 3 0 4 3 3
1 7 4 4 0 4 3 3 0 0 0 0

− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − → − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ， 

所以 r( A )=r(A)=2<n=3，故方程组有无穷多解． 
（3）用初等行变换将增广矩阵化为阶梯形阵，即 

1 3 1 1 1 3 1 1 1 3 1 1
2 2 1 1 0 4 3 3 0 4 3 3
1 7 5 3 0 4 4 2 0 0 1 1

− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − → − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ， 

所以 r( A )=r(A)=3=n，故方程组有唯一解． 
例 2  问 a,b 取何值时，下列方程组无解？有唯一解？有无穷多解？ 

1 3

1 2 3

1 2 3

3 2
2 4 5

x x
x x x

x x ax b

+ = −⎧
⎪− + − =⎨
⎪ − + =⎩

 

解 用初等行变换将增广矩阵化为阶梯形阵，即 

1 0 3 2 1 0 3 2 1 0 3 2
2 1 4 5 0 1 2 1 0 1 2 1

1 1 0 1 3 2 0 0 1 3a b a b a b

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − + − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ． 

因此，当 a=1 而 3b ≠ − 时，r(A)=2，r( A )=3，故方程组无解； 
当 1a ≠ 时，r(A)=r( A )=3=n，故方程组有唯一解； 
当 a=1 而 b=−3 时，r(A)=r( A )=2 3n< = ，故方程组有无穷多解． 
例 3  已知总成本 C 是产量 q 的二次函数 

2( )C q a bq cq= + + ， 

根据统计资料，产量与总成本之间有如表 3-2 所示的数据．试求总成本函数中的 a，b，c． 
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表 3-2 

时期 第一期 第二期 第三期 

产量 q（件） 5 10 30 

总成本 C（百元） 100 160 650 

解  将各期的产量及总成本的值代入已知二次函数模型中，得方程组 
5 25 100

10 100 160
30 900 650

a b c
a b c
a b c

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

． 

利用初等行变换将其增广矩阵化为行简化阶梯形阵，即 
1 5 25 100 1 5 25 100 1 5 25 100
1 10 100 160 0 5 75 60 0 1 15 12
1 30 900 650 0 25 875 550 0 1 35 22

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A  

  
1 5 25 100 1 5 0 87.5 1 0 0 65
0 1 15 12 0 1 0 4.5 0 1 0 4.5
0 0 20 10 0 0 1 0.5 0 0 1 0.5

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

． 

由此得方程组的解为 a=65，b=4.5，c=0.5．因此总成本函数为 
2( ) 65 4.5 0.5C q q q= + + ． 

当方程组（3.3）中 1 2, , , mb b b 全为零时，称为齐次线性方程组，即 

 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

． （3.4） 

其矩阵形式为 
AX=0． 

对齐次线性方程组（3.4）而言，由于常数列全为 0，其增广矩阵 A 的秩与系数矩阵 A 的

秩相等，即秩( A )=秩(A)，由定理 1 可知它总是有解的．比如 1 2 0nx x x= = = = 就是方程组

（3.4）的一个解，常称之为零解．我们所关心的是方程组（3.4）在什么条件下有非零解． 
将推论 1 及推论 2 应用到齐次线性方程组（3.4）上，得到以下结论． 
推论 3  齐次线性方程组（3.4）只有零解的充分必要条件是 ( ) .r n=A  
推论 4  齐次线性方程组（3.4）有非零解的充分必要条件是 ( ) .r n<A  

例 4  判断下列齐次方程组是否有非零解． 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 0
3 0

2 2 0
2 5 8 0

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

+ + + =⎧
⎪ + − − =⎪
⎨ + − + =⎪
⎪ + + + =⎩

 

解  用初等行变换将系数矩阵化为阶梯形阵，即 
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A=

1 1 1 3 1 1 1 3 1 1 3 1
1 1 3 1 0 0 4 4 0 1 4 5
2 1 2 1 0 1 4 5 0 0 4 4
1 2 5 8 0 1 4 5 0 0 0 0

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

． 

因为 r(A)=3 4n< = ，所以齐次方程组有非零解． 
例 5  设方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0
0
0

x x x
x x x
x x x

λ
λ

λ

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

， 

试讨论λ 取何值时，有非零解． 
解  方程组为齐次线性方程组，对其系数矩阵进行初等行变换，化成阶梯形矩阵 

2 2

1 1 1 1 1 1
1 1  0 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 0 0 2

λ λ λ
λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= → − − → − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ． 

可以看出，当 22 0λ λ− − = ， (1 )( 2) 0λ λ− + = ，即 1λ = 或 2− 时，r(A)=2<n=3，由推论 4，该

方程组有非零解． 

习题三 

1．讨论下列方程组的解，若有解，是唯一解还是无穷多组解？ 

（1）

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 11
7

2 3 6
3 2 5

x x x
x x x

x x x
x x x

+ − = −⎧
⎪ − − + =⎪
⎨ − + =⎪
⎪ − + + =⎩

           （2）

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 1
2 2 1

3
2 3 1

x x x
x x x
x x x

x x x

+ − = −⎧
⎪ + − =⎪
⎨ + + =⎪
⎪ + − =⎩

 

（3） 1 2 3

1 2 3

2 3 1
2

x x x
x x x

+ − =⎧
⎨ + + =⎩

     

2．判断下列齐次方程组是否有非零解． 

（1）
1 2 3 4

1 2 4

1 2 3

3 2 4 5 0
3       2 0

4 5       0

x x x x
x x x
x x x

+ − − =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + − =⎩

            （2）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 2 0
3 2 0
2 4 3 0

3 9 7 6 0

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

+ − + =⎧
⎪ − + − =⎪
⎨− + − + =⎪
⎪ + − + =⎩

 

（3）
1 2 3

1 2 3

1 3

2 3 0
2 5 3 0

      8 0

x x x
x x x
x x

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + =⎩

 

3．问线性方程组 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0
2 0

0

x x x
x x x
x x xλ

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

， 
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当λ 取何值时，有非零解？ 

4．设线性方程组 

1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

1x x x
x x x

x x x

λ
λ λ

λ λ

⎧ + + =
⎪

+ + =⎨
⎪ + + =⎩

， 

问当λ 取何值时，（1）有唯一解；（2）有无穷多解；（3）无解． 
5． 1 2 3, ,λ λ λ 满足什么关系时，下列线性方程组有解？ 

（1）
1 2 3 1

1 3 2

1 2 3 3

2
     

2 3

x x x
x x
x x x

λ
λ
λ

+ + =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + + =⎩

          （2）
1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

4 2
5

3 5

x x x
x x x
x x x

λ
λ
λ

− + =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + − =⎩

 

6．已知总成本 C 是产量 q 的二次函数 
2( )C q a bq cq= + + ， 

根据统计资料，产量与总成本之间有如表 3-3 所示的数据．试求总成本函数中的 a，b，c． 

表 3-3 

时期 第一期 第二期 第三期 

产量 q（件） 6 10 20 

总成本 C（百元） 104 160 370 

第四节  线性方程组解的结构 

上一节讨论了线性方程组有解和无解的问题．在方程组有解的情况下，特别是有无穷多

个解的情况下，如何通过适当的方式将解表示出来？这就是本节要讨论的线性方程组解的结构

问题． 

一、齐次线性方程组解的结构 

前面已知，齐次线性方程组（3.4）的矩阵形式为 
AX=0， 

其中，A 为方程组（3.4）的系数矩阵，X 称为未知向量． 
方程组（3.4）的任一组解 

1 1 2 2, , , n nx k x k x k= = = ， 

可以看成一个 n 维向量 
1

2

n

k
k

k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

称这个向量为方程组（3.4）的一个解向量． 
显然，n 维零向量 
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0=

0
0

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

是方程组（3.4）的一个解向量． 
齐次线性方程组 AX=0 的解向量具有如下两个性质． 
性质 1 如果 1ξ ， 2ξ 是方程组 AX=0 的两个解向量，则 1ξ + 2ξ 也是 AX=0 的解向量． 
证  因为 1ξ ， 2ξ 是 AX=0 的两个解，故有 

1 2,= =0 0ξ ξA A ， 

1 2 1 2( )+ = + = 0ξ ξ ξ ξA A A ， 
所以 1 2ξ ξ+ 是 AX=0 的解向量． 

性质 2 如果ξ 是方程组 AX=0 的解向量，k 为任意实数，则 kξ 也是 AX=0 的解向量． 

证  因为 
( ) ( )k k k= = ⋅ξ ξA A 0=0， 

所以，kξ 也是 AX=0 的解向量． 
由性质 1、性质 2 可知，如果 1ξ ， 2ξ ，…，ξs 是齐次线性方程组 AX=0 的 s 个解向量，则

它们的任意线性组合 1 1 2 2 s sk k k+ + +ξ ξ ξ 也是 AX=0 的解向量，其中 1 2, , , sk k k 是任意常数． 
定义 1 若齐次线性方程组 AX=0 的一组解向量 1 2, , , sξ ξ ξ 满足： 
（1） 1 2, , , sξ ξ ξ 线性无关; 
（2）方程 AX=0 的任意解向量都能由 1 2, , , sξ ξ ξ 线性表示， 

则称 1 2, , , sξ ξ ξ 是方程组 AX=0 的一个基础解系． 

不难看出，如果方程组 AX=0 只有零解向量，则方程组就不存在基础解系．如果方程组

AX=0 有非零解向量，则它就有无穷多个解向量，而它的基础解系就是其全部解向量构成的向

量组的一个极大线性无关组，并且有下列定理． 
定理 1  如果齐次线性方程组 AX=0 的系数矩阵的秩 ( )r r n= <A ，那么方程组一定有基础

解系，并且基础解系含有 n− r 个解向量． 
例 1  求齐次线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0
2 6 7 0

4 6 0

x x x x
x x x x
x x x x

+ − − =⎧
⎪− − + + =⎨
⎪ − − + − =⎩

 

的基础解系和全部解． 

解  对方程组的系数矩阵作如下初等行变换： 
1 0 4 51 2 1 2 1 2 1 2 1 0 4 5

5 32 6 7 1 0 2 5 3 0 2 5 3 0 1
2 2

1 4 6 1 0 2 5 3 0 0 0 0 0 0 0 0

−⎛ ⎞− − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − − → − − → − − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎝ ⎠

A ， 

显然，r(A)=2<4（未知量个数），故方程组有非零解．其一般解为 
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1 3 4

2 3 4

4 5
5 3
2 2

x x x

x x x

= − +⎧
⎪
⎨

= −⎪⎩

，其中 3x ， 4x 为自由未知量． 

令自由未知量 3x ， 4x 分别取值(1,0)，(0,1)，得到方程组的两个解 

1

4
5
2
1
0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ， 2

5
3
2

0
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟−

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ． 

可以证明： 1ξ 与 2ξ 线性无关，而且方程组的每个解都能由 1ξ , 2ξ 线性表示．因此 1ξ ， 2ξ 就

是方程组的一个基础解系． 
方程组的全部解为 

1 1 2 2k k+ξ ξ ， 
其中 1k ， 2k 为任意常数． 

例 2  求齐次线性方程组 
1 2 3 4 5

1 2 3 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 0
2 3  4 0

2 3 3 5 0
3 2 5 7 0

x x x x x
x x x x
x x x x x
x x x x x

− + + − =⎧
⎪− + − + =⎪
⎨ − + + − =⎪
⎪ − + + − =⎩

 

的全部解． 
解  将系数矩阵 A 化为行简化阶梯形阵，即 

1 1 2 1 3 1 1 2 1 3 1 1 2 1 3
2 1 3 0 4 0 1 1 2 2 0 1 1 2 2

1 2 3 3 5 0 1 1 2 2 0 0 0 0 0
3 2 5 1 7 0 1 1 2 2 0 0 0 0 0

− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A  

  

1 0 1 1 1
0 1 1 2 2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

则 r(A)=2．基础解系应含 n−r(A)=5−2=3 个解向量．方程组的一般解为 
1 3 4 5

2 3 4 52 2
x x x x

x x x x
= − + +⎧

⎨ = + −⎩
，其中 3 4 5, ,x x x 为自由未知量． 

分别令 3 4 5, ,x x x 为(1,0,0)，(0,1,0)，(0,0,1)，得方程组的一个基础解系 

1 2 3

1 1 1
1 2 2
1 0 0
0 1 0
0 0 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ξ ξ ξ， ， ， 
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方程组的全部解为 
1 1 2 2 3 3k k k+ +ξ ξ ξ ， 

其中 1 2 3, ,k k k 为任意常数． 

下面解本章开始给出的例 1． 
解  设木工、电工、油漆工的日工资分别为 1 2 3, ,x x x ，由题意，得方程组 

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

2 6 10
4 5 10
4 4 3 10

x x x x
x x x x
x x x x

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

， 

整理成齐次线性方程组 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

8 6 0
4 5 0

4 4 7 0

x x x
x x x

x x x

− + + =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + − =⎩

， 

将系数矩阵 A 化为行简化阶梯形阵，即 
315 1 1 01
364 48 1 6 4 5 1

8 84 5 1 0 9 8 0 1 0 1
9 9

4 4 7 0 9 8 0 0 0 0 0 0

⎛ ⎞⎛ ⎞ −− ⎜ ⎟⎜ ⎟
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= − → − → − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ． 

方程组的一般解为 

1 3

2 3

31
36
8
9

x x

x x

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

，其中 3x 为自由未知量，令 3 1x = ，得方程组的一个基础解系 

1

31
36
8
9
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ， 

方程组的全部解为 

1

2 1 1 1

3

31
36
8
9
1

x
x k k
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ． 

因为要求每人的日工资在 60～80 元之间，由此有 
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1

1

1

3160 80
36
860 80 ,
9

60 80

k

k

k

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 

整理，得 
1

1

1

69.6 92.9
67.5 90 ,
60 80

k
k

k

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

解得 169.6 80.k≤ ≤  

若进一步要求每人的日工资为整数，则 1 72,k = 得木工、电工、油漆工的日工资分别为 62

元、64 元和 72 元． 

二、非齐次线性方程组解的结构 

非齐次线性方程组（3.3） 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

， 

其矩阵形式为 

AX=b． 

令 b=0，得到的齐次线性方程组 AX=0，称为非齐次线性方程组（3.3）的导出方程组，简

称导出组． 

方程组 AX=b 的解与其导出组 AX=0 的解之间有着密切的联系，它们满足以下性质． 
性质 3  若 1 2,X X 是非齐次线性方程组 AX=b 的任意两个解向量，则 1 2X X− 是其导出组

AX=0 的一个解向量． 

证  因为 1 2,X X 是方程组 AX=b 的两个解向量，故 

1 2,= =AX b AX b ， 

1 2 1 2( )− = − = 0A X X AX AX ， 

所以 1 2−X X 是 AX=0 的解向量． 

性质 4  若 0X 是非齐次线性方程组 AX=b 的一个解向量，ξ 是其导出组 AX=0 的一个解

向量，则 0X +ξ 是方程组 AX=b 的一个解向量． 

证  因为 0X 是 AX=b 的解向量，ξ 是其导出组 AX=0 的解向量，故有 

0 = =， 0ξAX b A ， 

于是 0 0( )+ = + = + =0ξ ξA X AX A b b ， 
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所以 0X +ξ 是方程组 AX=b 的解向量． 

由该两条性质可得以下定理． 
定理 2  如果 0X 是非齐次线性方程组 AX=b 的一个解向量．那么 AX=b 的任一解向量都

可以写成 
X= 0X +ξ ， 

其中ξ 是导出组 AX=0 的一个解向量． 

证  因为 X 和 0X 均是 AX=b 的解向量，由性质 3，X− 0X 是 AX=0 的一个解向量．令 

ξ =X− 0X ， 

即得  
X= 0X +ξ ． 

由定理 2 可知，要求 AX=b 的全部解向量，只要找出 AX=b 的一个解向量（也叫特解）和

其导出组 AX=0 的一个解向量即可．而 AX=0 的任一解向量都能由它的基础解系 1ξ , 2ξ ,…, sξ

（s=n－r）线性表示，因此将 AX=b 的全部解表示成 

0 1 1 2 2 s sX X k k k= + + + +ξ ξ ξ ． 

其中 1k , 2 , , sk k 为任意常数． 

例 3  解下列非齐次线性方程组 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 1
2 4 5

2 2 4

x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =⎧
⎪ + + + =⎨
⎪− − − + = −⎩

． 

解  将增广矩阵化为行简化阶梯形阵，即 
1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1
2 4 1 1 5 0 0 3 3 3 0 0 1 1 1
1 2 2 1 4 0 0 3 3 3 0 0 0 0 0

1 2 0 1 2
0 0 1 1 1 .
0 0 0 0 0

A
− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → − → −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

方程组的一般解为 
1 2 4

3 4

2 2
1

x x x
x x

= − −⎧
⎨ = +⎩

，其中 2 4,x x 为自由未知量． 

令 2 4 0x x= = ，得方程组一特解 

0

2
0
1
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

X ． 
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方程组导出组的一般解为 
1 2 4

3 4

2x x x
x x

= − −⎧
⎨ =⎩

， 

其中 2 4,x x 为自由未知量． 
分别令 2 4,x x 为(1,0),(0,1)，得导出组的两个解向量 

1 2

2 1
1 0

,
0 1
0 1

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ξ ξ ， 

且 1ξ , 2ξ 即导出组的一个基础解系．所以方程组的全部解为 

0 1 1 2 2k k= + +ξ ξX X ， 

其中 1k , 2k 为任意常数． 

例 4  解下列非齐次方程组 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 3 2
6 2 4 3 5 3
6 4 8 3 13 9
4 2 2 1

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

+ + − + =⎧
⎪ + + − + =⎪
⎨ + + − + =⎪
⎪ + + − + =⎩

． 

解  将增广矩阵化为行简化阶梯形阵，即 
2 1 2 1 3 2 2 1 2 1 3 2 2 1 2 1 3 2
6 2 4 3 5 3 0 1 2 0 4 3 0 1 2 0 4 3
6 4 8 3 13 9 0 1 2 0 4 3 0 0 0 0 0 0
4 1 1 2 2 1 0 1 3 0 4 3 0 0 1 0 0 0

1 1 12 0 0 1 1 1 1 0 0
2 2 2

0 1 0 0 4 3 0 1 0 0 4 3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− − − − − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟→ →
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A

.

0 0 0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

方程组的一般解为 

1 4 5

2 5

3

1 1 1
2 2 2

3 4
0

x x x

x x
x

⎧ = − + +⎪
⎪

= −⎨
⎪ =⎪
⎩

， 

其中 4 5,x x 为自由未知量． 

令 4 5 0x x= = ，得方程组的一特解 
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0

1
2

3
0
0
0

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

X ． 

方程组导出组的一般解为 

1 4 5

2 5

3

1 1
2 2

4
0

x x x

x x
x

⎧ = +⎪⎪
⎨ = −⎪
⎪ =⎩

， 

其中 4 5,x x 为自由未知量． 
分别令 4 5,x x 为(1,0)，(0,1)，得导出组的一个基础解系 

1

1
2
0
0
1
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ， 2

1
2
4

0
0
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
= ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ， 

于是原方程组的全部解为 
0 1 1 2 2k k= + +ξ ξX X ， 

其中 1k , 2k 为任意常数． 

下面解本章开始给出的例 2． 
解  由题意，已将列出的方程组整理得非齐次线性方程组 

1 3

1 2 4

2 5

3 6

4 6 7

5 7

700
200

200
500

0
200

x x
x x x

x x
x x

x x x
x x

+ =⎧
⎪ − + =⎪
⎪ − =⎪
⎨ + =⎪
⎪ + − =
⎪

− + =⎪⎩

． 

将增广矩阵化为阶梯形阵，即 

1 0 1 0 0 0 0 700 1 0 1 0 0 0 0 700
1 1 0 1 0 0 0 200 0 1 1 1 0 0 0 500
0 1 0 0 1 0 0 200 0 0 1 1 1 0 0 300
0 0 1 0 0 1 0 500 0 0 0 1 1 1 0 200
0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 200
0 0 0 0 1 0 1 200 0 0 0 0 0 0 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −

= → →⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A ． 
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继续对其进行初等行变换，化为行简化阶梯形阵，即 
1 0 0 0 0 1 0 200
0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 500
0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 1 200
0 0 0 0 0 0 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟

→ → ⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ． 

方程组的一般解为 

1 6

2 7

3 6

4 6 7

5 7

200
  

500

200

x x
x x
x x
x x x
x x

= +⎧
⎪ =⎪⎪ = −⎨
⎪ = − +⎪

= − +⎪⎩

， 

其中 6 7,x x 为自由未知量． 

令 6 7 0x x= = ，得方程组的一特解 

0

200
0

500
0
200
0
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

X ． 

方程组导出组的一般解为 

1 6

2 7

3 6

4 6 7

5 7

x x
x x

x x
x x x

x x

=⎧
⎪ =⎪⎪ = −⎨
⎪ = − +⎪

=⎪⎩

， 

其中 6 7,x x 为自由未知量． 

分别令 6 7,x x 为（1，0），（0，1），得导出组的一个基础解系 

1 2

1 0
0 1
1 0
1 1

0 1
1 0
0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= =−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ξ ξ， ， 

于是原方程组的全部解为 
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0 1 1 2 2 1 2

200 1 0
0 0 1

500 1 0
0 1 1
200 0 1
0 1 0
0 0 1

k k k k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= + + = + +−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ξ ξX X ． 

请读者考虑：欲使 1 20 ,，X k k≥ 的取值范围应如何确定？ 

习题四 

1．求下列齐次线性方程组的基础解系和全部解． 

（1）
1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

2 0
2     0

2 2 4 0

x x x x
x x x

x x x x

+ − − =⎧
⎪ + + =⎨
⎪− − + + =⎩

 （2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0
2 2 2 0

4 3 0

x x x x
x x x x
x x x x

+ + + =⎧
⎪ + − − =⎨
⎪ − − − =⎩

 

（3）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0
2 2 0

2 2 3 0

x x x x
x x x x
x x x x

− − + =⎧
⎪ − + + =⎨
⎪ − + + =⎩

 （4）
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 3 0
2 3 5 5 0
3 5 6 7 0

x x x x x
x x x x x
x x x x x

+ + + − =⎧
⎪ + + + − =⎨
⎪ + + + − =⎩

 

2．λ 为何值时，下列齐次线性方程组 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0
0
0

x x x
x x x
x x x

λ
λ

λ

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

 

只有零解？有非零解？并求非零解． 
3．求下列非齐次线性方程组的全部解． 

（1）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 1
3 3 4 4

5 9 8 0

x x x x
x x x x

x x x x

+ − − =⎧
⎪ − − + =⎨
⎪ + − − =⎩

 （2）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1
2 4 3 4

4 8 3 5 2

x x x x
x x x x

x x x x

+ − + =⎧
⎪ − − + − =⎨
⎪ + − + = −⎩

 

（3）
1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

2 0
2     4

2 2 4 5

x x x x
x x x

x x x x

+ − − =⎧
⎪ + + =⎨
⎪− − + + =⎩

 （4）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1
4 2 2 2

2 1

x x x x
x x x x

x x x x

+ − + =⎧
⎪ + − + =⎨
⎪ + − − =⎩

 

（5）

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

6 2 2   6
2

4 3 3 5 4
2 3 3 0

x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x

+ + + =⎧
⎪ + + + + =⎪
⎨ − + + + =⎪
⎪ − + + + =⎩

 （6）

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2       7
2 2 2 4 12

2 4
3 8 10 29

x x x
x x x x
x x x x

x x x x

− + =⎧
⎪ − + − =⎪
⎨ − + − + = −⎪
⎪− + − − = −⎩

 

4．λ 为何值时，非齐次线性方程组 

1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

2 2
2

2

x x x
x x x

x x x

λ

λ

⎧− + + = −
⎪

− + =⎨
⎪ + − =⎩
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有解？并求出它的全部解． 
5．设线性方程组 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 3
1

    2 2 6 3
5 4 3 3

x x x x x a
x x x x x

x x x x
x x x x x b

+ + + − =⎧
⎪ + + + + =⎪
⎨ + + + =⎪
⎪ + + + − =⎩

， 

讨论 a、b 为何值时，方程组有解，并求解． 

复习题三 

一、填空题 

1．若 1 2, , , mα α α 线性相关，则 1 2 1, , , ,m m+α α α α 是线性____________． 
2．若向量组 1 2 3, ,α α α 线性无关，则 1 2 32 − −α α α _______0． 

3．n+1 个 n 维向量构成的向量组一定线性__________． 
4．向量组 1 2, , , mα α α 的秩就是指该向量组的__________所含向量的个数． 

5．齐次线性方程组中方程的个数少于未知量的个数时，它的解__________． 
6．任一矩阵都可通过_____________变换，化成行简化阶梯型矩阵． 
7．线性方程组 AX=b 有解的必要充分条件是_______________． 
8．m 个方程 n 个未知量的齐次线性方程组 AX=0，当系数矩阵的秩为 r 时，其基础解系

包含_________个解向量． 
9．非线性方程组 AX=b 有唯一解，则线性方程组 AX=0____________． 

二、单项选择题 

1．向量 1 2, , , mα α α 线性相关，则（    ）命题成立． 
A．对任一组不全为零的数 1 2, , , mk k k ，使得 1 1 2 2 m mk k k+ + + =α α α 0 
B．必有无穷多组不全为零的数 1 2, , , mk k k ，使得 1 1 2 2 m mk k k+ + + =α α α 0 
C．必有某指定的不全为零的数 1 2, , , mk k k ，使得 1 1 2 2 m mk k k+ + + =α α α 0  
D．就是有 1 2 mk k k= = = ，使得 1 1 2 2 m mk k k+ + + =α α α 0  

2．若（    ）成立，则向量 1 2, , , mα α α 线性无关． 
A． 1 20 0 0 m+ + + =α α α 0  
B．有一组不全为零的数 1 2, , , mk k k ，使 1 1 2 2 m mk k k+ + + ≠α α α 0   
C．对任一组不全为零的数 1 2 mk k k= = = ，都有 1 1 2 2 m mk k k+ + + ≠α α α 0   
D． 1 2, , , mα α α 中有向量不能被其余向量线性表出 

3．若向量组线性相关，则（    ）． 

A．组中任一向量都可由其余向量线性表出 

B．组中至少有某一向量可由其余向量线性表出 

C．组中各向量都可以相互线性表出 
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D．向量组的部分组都线性相关 
4．非齐次线性方程组的任一解为 1X ，与其导出组的基础解系组成的向量组（    ）． 

A．线性无关的 
B．线性相关的 
C．可能线性无关，也可能线性相关 
D．以上都不对 

5．向量组的

1 0 0 1 4
0 , 1 , 0 , 2 , 0
0 0 1 3 5

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

秩为（    ）． 

A．2  B．3  
C．4  D．5 

6．若 AX=b 的一般解为 1 3

2 3

2 1
3 2

x x
x x

= +⎧
⎨ = −⎩

（ 3x 为自由未知量），则（    ）． 

A．令 3 3x = ，得特解 0

7
7
3

X
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 B．只有令 3 0x = ，才能求得 AX=b 的特解 

C．令 3 0x = ，得特解 0
1
2

X
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 D．令 3 1x = ，得特解 0

3
1

X
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

7．
1 2 3

2 3

2 3

4
2

2 2 6

x x x
x x
x x

+ + =⎧
⎪ − =⎨
⎪− + =⎩

一定（    ）． 

A．有无穷多解  B．有唯一解  
C．只有零解  D．无解 

8．以下结论正确的是（     ）． 
A．方程个数小于未知量个数的线性方程组一定有解． 
B．方程个数等于未知量个数的线性方程组一定有唯一解． 
C．方程个数大于未知量个数的线性方程组一定无解． 
D．以上结论都不对．  

9．设 A 是m n× 矩阵，若（    ），则 AX=0 有非零解． 
A．m n<   B．秩(A)=n 
C．m n>   D．秩(A)=m 

10．某个线性方程组相应的齐次线性方程组只有零解，则该线性方程组（    ）． 
A．可能无解  B．有唯一解 
C．有无穷多解  D．可能有解 

三、若向量 1 2 3, ,α α α 组线性无关，试证明 1 2 2 3 1 32 3 , 4 , 5+ + +α α α α α α 也线性无关． 

四、若 1 2,α α 线性相关， 1 2,β β 线性相关，问 1 1 2 2+ +α β α β与 是否一定线性相关？ 
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五、若 1 2,α α 线性无关， β 是另外一个向量，问 1 2+ +α β α β与 是否线性无关？ 

六、求下列向量组的秩． 

（1） 1 2 3 4(1,0,0), ( 1,1,0), (1,1,2,), (1,0,1)= = − = =α α α α  
（2） 1 2 3(1,2,3,4), ( 1, 1, 4, 2), (3,4,11,8)= = − − − − =α α α  
（3） 1 2 3 4 5(1,3,2), ( 1,0,0), (2,1,1), (0,0,1), (3,1,4)= = − = = =α α α α α  

七、求下列齐次线性方程组的基础解系和全部解． 

（1）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0
3 6 3 0
5 10 5 0

x x x x
x x x x
x x x x

+ + − =⎧
⎪ + − − =⎨
⎪ + + − =⎩

 （2）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5 3 0
3 4 2 0

2 3 0
2 15 6 13 0

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

− + − =⎧
⎪ − + − + =⎪
⎨ + − + =⎪
⎪− + − + =⎩

 

（3）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0
2 0
2 5 0

x x x x
x x x x
x x x x

− + + =⎧
⎪ − + − =⎨
⎪ − + + =⎩

 （4）

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

1 2 3 4 5

0
3 2 3 0

2 2 6 0
5 4 3 3 0

x x x x x
x x x x x
x x x x

x x x x x

+ + + + =⎧
⎪ + + + − =⎪
⎨ + + + =⎪
⎪ + + + − =⎩

 

八、求下列非齐次线性方程组的全部解． 

（1）

1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2
2 2 3

3 2 9
5 4 3 3 13

x x x x
x x x

x x x x
x x x x

+ + + = −⎧
⎪ + + =⎪
⎨ + + + = −⎪
⎪ + + + = −⎩

 （2）

1 2 3

2 3

1 2 3

1 2 3

2 6 18
2 7

2 5
2 5 15 46

x x x
x x

x x x
x x x

− − = −⎧
⎪ + =⎪
⎨ − − = −⎪
⎪ − − = −⎩

 

（3）
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4
3 6 3 8

5 10 5 16

x x x x
x x x x

x x x x

+ + − =⎧
⎪ + − − =⎨
⎪ + + − =⎩

 （4）
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 2
2 4 2 6 3 6

2 3 4

x x x x x
x x x x x

x x x x x

+ − + + =⎧
⎪ + − + + =⎨
⎪ − − + − + =⎩

 

九、 1 2 3, ,λ λ λ 满足什么关系时，下列线性方程组有解？ 

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

3
3 3 9
2 2 6

x x x
x x x
x x x

λ
λ
λ

− + =⎧
⎪ − + =⎨
⎪− + − =⎩

 

十、λ 为何值时，线性方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1
2 2

x x x
x x x
x x xλ λ

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩
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无解？有无穷多解？并在有解时求出其解． 

十一、λ 为何值时，下列齐次线性方程组只有零解？有非零解？并求非零解． 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0
2 0

7 5 5 0
3 2 0

x x x x
x x x x

x x x x
x x x xλ

− + − =⎧
⎪ + − + =⎪
⎨ + − + =⎪
⎪ − − − =⎩

 

十二、试求下列线性方程组有解的充要条件． 

1 2 1

2 3 2

1 1

1

                 
                 

               
              

n n n

n n

x x a
x x a

x x a
x x a

− −

− =⎧
⎪ − =⎪⎪
⎨
⎪ − =⎪

− + =⎪⎩

． 

十三、 1 2 3, ,b b b 满足什么关系时，下列线性方程组有解？ 

（1）
1 2 3 1

1 3 2

1 2 3 3

2
     

2 3

x x x b
x x b
x x x b

+ + =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + + =⎩

 （2）
1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

3
3 3 9
2 2 6

x x x b
x x x b
x x x b

− + =⎧
⎪ − + =⎨
⎪− + − =⎩

 

（3）
1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

3 5
4 2

5

x x x b
x x x b
x x x b

+ − =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ − + =⎩

 


