
 
 
 
 
 
 
 
 
 

第 4 章 
计算机控制系统分析 

 

 

 

 

计算机控制系统分析就是对给定的控制系统数学模型，分别从系统的稳定性、准

确性、快速性三个方面进行分析。计算机控制系统的分析方法和连续系统的分析方法

基本相似，可以从描述系统离散特性的差分方程或脉冲传递函数出发，应用 z 变换和

z 反变换，求得离散系统输出值的采样值。本章将分别讨论系统的稳定性条件、稳定

性判据、动态响应过程、稳态误差和系统的根轨迹等问题。 
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4.1  计算机控制系统的稳定性分析 

4.1.1  线性离散控制系统的稳定性条件 

稳定是控制系统正常工作的前提，无论对于连续系统还是离散系统，稳定是指在有界输入作

用下，系统的输出也是有界的。对于一个线性定常系统，如果它是稳定的，那么对应的微分方程的

解必须是收敛的和有界的。对于连续系统，其稳定性主要是由系统闭环传递函数的极点在 s 平面的

位置决定的；如果所有极点都分布在 s 平面的左半部，则该系统稳定；如果有极点出现在 s 平面右

半部，则系统不稳定。s 平面的虚轴是连续系统稳定与不稳定的分界线。对于离散系统，同样也可

以由离散闭环系统的特征值在 z 平面的分布决定该系统的稳定性，但其变量为 z，而 z 与 s 之间具

有指数关系，即 z=eTs，如果将 s 平面按这个指数关系映射到 z 平面，找出 s 平面的虚轴及稳定区域

（s 左半平面）在 z 平面的映像，那么就能够获得离散系统稳定的充要条件。 
1．s 域到 z 域的映射 
令 js    ，则有 

( j ) je e e eTs T T Tz                          （4.1） 
于是，s 域到 z 域的基本映射关系式为 

e       Tz T                          （4.2） 

由式（4.2）可知，s 平面的坐标原点映射到 z 平面上为（1，j0）的点；s 平面的虚轴映射到 z
平面上是以原点为圆心的单位圆周，其中对于 等于 s / 2 到 s 2/ 一段，映射到 z 平面上是第一个

单位圆周，其后每当 增加（或减小）一个 s ，映射到 z 平面上就是与第一个圆周完全重叠的单位

圆周，因此 s 平面的虚轴映射到 z 平面上无穷多个相重叠的单位圆周；s 平面的左半平面映射到 z 平
面上单位圆的内部区域；s 平面的右半平面映射到 z 平面上单位圆的外部区域，如图 4-1 所示。 
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jImz
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图 4-1  s 平面与 z 平面的映射关系 

下面研究几种 s 平面上有用的轨迹变换到 z 平面的情况。 
（1）s 平面的等衰减线。s 平面的等衰减线是为常值的垂直线，变换到 z 平面是半径为 e T 的

圆，左半平面的垂直线对应于 z 平面半径小于 1 的圆；s 右半平面的垂直线对应于 z 平面半径大于

1 的圆，如图 4-2 所示。 
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图 4-2  s 平面的等衰减线到 z 平面的映射 

（2）s 平面的等频率线。s 平面  为常值的直线对应于 z 平面过原点的射线，射线同横坐标的

夹角为 T ，如图 4-3 所示。 
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图 4-3  s 平面的等频率线到 z 平面的映射 

（3）s 平面的等阻尼比线。 
s 平面的等 （阻尼）线对应于 z 平面的螺旋线，如图 4-4 所示。 

 

 

 
 

图 4-4  s 平面的等阻尼比线到 z 平面的映射 

2．线性离散控制系统稳定的充要条件 
考虑如图 4-5 所示的线性离散控制系统，其闭环脉冲传递函数(z)为  

( ) ( )
( )

( ) 1 ( )
  



Y z G z
z

R z G z
                          （4.3） 

 

 
 

图 4-5  线性离散控制系统 
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系统对应的特征方程为 
1 ( ) 0 G z                             （4.4） 

由式（4.4）可以看出闭环系统特征方程的根 z1,z2,…,zn 就是闭环脉冲传递函数的极点。 
根据 s 平面和 z 平面极点的对应关系，可得线性离散控制系统稳定的充要条件是：闭环脉冲传

递函数的极点均位于 z 平面的单位圆内，即闭环系统特征方程的所有根的模满足 i| | 1   1, ,  z i n。 

如果闭环传递函数有极点在 z 平面单位圆外，则系统不稳定，所以 z 平面单位圆是离散系统稳

定与不稳定的分界线。 
与连续系统稳定性的分析一样，用直接求解特征方程根的方法来判别高阶离散系统的稳定性

是不方便的。因此下面介绍几种常用的判据，这些判据通过间接方法来判断系统的稳定性。 

4.1.2  线性离散系统的稳定性判据 

1．朱利判据 
朱利判据是对给定的特征方程 ( ) 0D z 的系数建立朱利表，由朱利表的系数可以直接判断离散

系统的稳定性。 
设特征方程 ( )D z 是 z 的下列多项式： 

1
n n 1 1 0( ) 

    n nD z a z a z a z a                （4.5） 

表 4-1 列出了朱利表的一般形式。 

表 4-1  朱利稳定性表的一般形式 

行 0z  1z  2z  … 2nz  1nz  nz  
1 0a  1a  2a  … n 2a  n 1a  na  

2 na  n 1a  n 2a  … 2a  1a  0a  

3 0b  1b  2b  … n 2b  n 1b   

4 n 1b  n 2b  n 3b  … 1b  0b   
5 0c  1c  2c  … n 2c    
6 n 2c  n 3c  n 4c  … 0c    
… … … … … …   

2 5n  0p  1p  2p  3p     
2 4n  3p  2p  1p  0p     
2 3n  0q  1q  2q      

 
第一行元素由 ( )D z 按 z 的升幂排列的系数组成。第二行元素由 ( )D z 按 z 的降幂排列的系数组

成。第三行至第 2 3n 行元素则按下式确定： 

0 n k

n k

0 n 1 k

n 1 k

0 3 k
k

3 k

   0,1,2, , 1

    0,1, 2, , 2

               ...

   0,1,2

k

k

a a
b k n

a a

b b
c k n

b b

p p
q k

p p



 






  



   





 





                  （4.6） 
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在阵列中，第 2 2k 行的元素由第 2 1k 行的元素按逆顺序排列而组成。 
朱利判据：如果满足下列全部条件，则由特征方程 ( ) 0D z 表征的系统是稳定的。 
（1） 0 n| | | |a a  
（2） 1( ) 0 zD z  

（3） 1( 1) ( ) 0 n
zD z   

（4）

n 1 0

n 2 0

2 0

| | | |
| | | |
     
| | | |

b b
c c

q q











 

朱利判据准则是离散系统特征根（极点）位于单位圆内（ | | 1z ）的充分必要条件。 

对于常见的低阶系统，下面列出了根据朱利判据得到的稳定条件，这些条件用特征方程的系

数表示。 
（1）一阶系统（n=1）。 

1 0 1( ) 0    0D z a z a a      
稳定条件：                         0 1| | a a                                 （4.7） 

（2）二阶系统（n=2）。 
2

2 1 0 2( ) 0    0    D z a z a z a a   
稳定条件：                 2 1 0(1) 0   D a a a  

2 1 0
2( 1) ( 1) 0     D a a a  

0 2| | a a                                （4.8）  

例 4-1  一离散系统的闭环特征方程为 2
p i p1 0( ) ( 2)D z z k tz k t k t      ，其中 t 为大于零的

常数，利用朱利判据试求使系统稳定的 pk 与 ik 的取值范围。 

解：系统的特征方程为 
2

p i p1 0( ) ( 2)D z zz k t k t k t       

与 1
n n 1 0( ) 

   n nD a z a z az 相比较，则 

2 1 p i 0 p1>0 2 1     ， ，a a k t k t a k t  

由二阶系统朱利判据条件，则 
（1） 2 0| |a a ，即 p1 |1 |  k t 。 

（2） 1( ) 0 zzD ，即 p i p1 1 0( 1) ( 2)D k t k t k t       。 

（3） 1( ) 0 zD z ，即 p i p1 1 0(1) ( 2)D k t k t k t      。 

解（1）、（2）、（3）联立不等式组，则： 
i

p

i

4
0

2
0


 



k t
k

t
k

 

即 pk 与 ik 满足上述不等式组时，系统才是稳定系统。 

例 4-2  一离散系统如图 4-6 所示，试讨论该系统的稳定性，其中 T=1s。 
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R(s) + Y(z)

_

1 e Ts

s ( 1)
k

s s
T T

 
图 4-6  例 4-2 系统结构图 

 解：系统开环脉冲传递函数为 

1 1
0 p p 2

2        

1( ) [ ( ) ( )] (1 ) ( ) (1 )
( 1)

0.368 0.264
1.368 0.368

kG z Z H s G s z Z G s z Z
s s s

kz k
z z

 



             


 

 

闭环脉冲传递函数为 

2
0.368 0.264( )

(0.368 1.368) 0.368 0.264
kz kz

z k z k


 
   

 

系统特征方程为  
2( ) (0.368 1.368) (0.264 0.368) 0D z z k z k       

利用二阶系统朱利判据条件，有 
（1） 2 0| |a a ，即 | 0.264 0.368 | 1k   。 
（2） 1( ) 0zD z   ，即 ( 1) 1 (0.368 1.368) (0.264 0.368) 0D k k       。 
（3） 1( ) 0zD z   ，即 (1) 1 (0.368 1.368) (0.264 0.368) 0D k k      。 

第一个式子可解 k<2.39，第二个式子可解 k>0，第三个式子可解 k<26.2，即满足系统稳定的 k
值范围为 0<k<2.39。 

2．修正劳斯判据 
在连续系统中，如果特征方程的根都在 s 平面的左半部，则系统是稳定的，这可以用劳斯判据

来判断；然而在离散系统中，系统的稳定性要求系统特征方程的根全部在 z 平面的单位圆内。因此，

离散系统不能直接应用连续系统的劳斯判据来分析其稳定性，而必须引入 w 变换。采用这种变换

方法，可以将 z 平面单位圆内区域映射为 w 平面的左半部，同时又能保证变换后的特征方程为一

般方程，这样就可以应用劳斯判据来判断离散系统的稳定性。 
w 变换定义如下： 

1 ( / 2)
1 ( / 2)





T wz
T w

                              （4.9） 

式中，T 为采样周期。解出： 
2 1

1
zw

T z





                               （4.10） 

设复变量 z 和 w 分别为 
j jz x y w u v   ，  

则可得     
2 2

2 2 2 2
2 1 2 j 1 2 ( ) 1 2j j

1 j 1 ( 1) ( 1)
z x y x y yw u v

T z T x y T x y x y
     

             
        （4.11）  

因此有 
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2 2

2 2

2 2

2 ( ) 1
( 1)

2 2
( 1)

  


 

   

x yu
T x y

yv
T x y

                           （4.12） 

根据式（4.12）可得如下关系： 
当 2 2 1z x y   时， 0u  ， jw v 。 

当 2 2 1z x y   时， 0u  ， jw u v  。 

当 2 2 1z x y   时， 0u  ， jw u v  。 

由此可见，w 变换把 z 平面上的单位圆映射为 w 平面上的虚轴；把 z 平面上的单位圆内区域

映射为 w 平面上的左半部；把 z 平面上的单位圆外区域映射为 w 平面上的右半部。 
z 平面和 w 平面的映射关系如图 4-7 所示。 

 

 

w平面  

Rew  

jImw 

O

z 平面 

Rez 

jImz 

O

wT
wTz

)2/(1
)2/(1




  

1 -1 

 
图 4-7  z 平面与 w 平面映射关系 

此时 

      j

j j / 2 j / 2

j j / 2 j / 2
e

w

2 1 2 e 1 2 e e
1 e 1 e e

2   j tan j
2

T

T T T

T T T
z

zw
T z T T

T
T



  

  

 






  
  

  

 

         （4.13） 

wj 为 w 平面的虚轴，则它对应 z 平面的单位圆， w 为 w 平面的频率，且由上式可知 

w
2 tan

2


T
T


  

其中 为 s 平面的频率。 
当 T 较小时，有         

 w
2 2tan

2 2
  

T T
T T

 
                        （4.14） 

即 w 平面的频率近似于 s 平面的频率。 
通过 z-w 变换，就可以应用劳斯判据分析线性离散系统的稳定性了。 
离散系统劳斯判据的应用步骤简单归纳如下： 

jImw jImz 
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（1）建立离散系统 z 平面的特征方程 ( ) 0D z 。 
（2）对特征方程 ( ) 0D z 作 w 变换。 
（3）对于特征方程 1

n n 1 0 0
  n na w a w a 建立劳斯行列表： 

n n 2 n 4 0
1

n 1 n 3 n 5 1
2

n 1 n 3 n 5
3

n 1 n 3 n 5

0
n 1

              

          

           

           
                       

     

 


  


  


  











   

n

n

n

n

w a a a a

w a a a a

w b b b

w c c c

w h

 

n n 2
n 1

n 1 n 3n 1

1     
  




 




a a
b

a aa
，

n n 4
n 3

n 1 n 5n 1

1     
  




 




a a
b

a aa
，

n 1 n 3
n 1

n 1 n 3n 1

1   
  

 


 




a a
c

b bb
 

… 
（4）若劳斯行列表第一列各元素符号一致，则所有特征根均分布在左半平面，系统稳定。 
（5）劳斯行列表第一列各元素符号变化的次数等于系统右半平面上特征根的个数。 
例 4-3  应用劳斯判据，讨论例 4-2 所示系统的稳定性，其中 k=1，T=1s。 

解：系统开环脉冲传递函数为 

1 1
0 p p 2

2

1 1( ) [ ( ) ( )] (1 ) ( ) (1 )
( 1)

0.368 0.264  
1.368 0.368

               



 

G z Z H s G s z Z G s z Z
s s s

z
z z

 

闭环脉冲传递函数为         2
0.368 0.264( )

0.632


 
 

zz
z z

 

系统特征方程为               2 0.632 0  z z  

采用 w 变换，即
1 0.5
1 0.5





wz
w
，则可得 w 平面的特征方程为 

20.658 0.368 0.632 0  w w  
建立劳斯表 
                w2    0.658    0.632 
                w1    0.368 
                w0     0.632 
由劳斯判据可知系统稳定。 
例 4-4  在例 4-1 中，设 T=0.1s，求使系统稳定的 k 的变化范围，并求 s 平面和 w平面的临界频率。 
解：系统开环脉冲传递函数为 

1 1
0 p p 2

1( ) [ ( ) ( )] (1 ) ( ) (1 )
( 1)

0.00484 0.00468  
( 1)( 0.905)

kG z Z H s G s z Z G s z Z
s s s

kz k
z z

               



 
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采用 w 变换 

1 0.5
1 0.051 0.5
1 0.05

2

2

(0.00484 0.00468)( ) ( )
( 1)( 0.905)

0.00016 0.1872 3.81   
3.81 3.80

wz ww z
w

K zG w G z
z z

kw kw k
w w


  




 

 

  




 

此时系统的特征方程为 
2(3.81 0.00016 ) (3.80 0.1872 ) 3.81 0k w k w k      

劳斯表为 
               w2    （3.81-0.00016k）  3.81k     →  k<23812.5 
               w1     3.80-0.1872k                →  k<20.3 
               w0      3.81k                      →  k>0 
故 k 的变化范围为 0 20.3 k 。 
当 k=20.3 时，系统临界稳定，此时特征方程的解为 

j4.508w    

故 w 平面的临界频率为          
w 4.508 /rad s   

s 平面的临界频率为     
1 w2 tan 4.43 /

2
T

rad s
T


    

3．修尔—科恩判据 
该判据提供了一种用解析法判断离散系统稳定性的途径。设离散控制系统的特征方程为 

1 ( ) 0 G z                                （4.15） 
其中 ( )G z 一般为两个多项式之比。用 ( )W z 表示特征方程的分子，即： 

1
n n 1 1 0( ) 0

     n nW z a z a z a z a                  （4.16） 
把系数 0 1, , , na a a 写成如下所示的行列式形式： 

0 n n 1 1

1 0 n n k 2

k 1 k 2 0 n
k

n 0 1 k 1

n 1 n 0 k 2

n k 1 n k 2 n 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0

0 0

  

 

 



 

   

 

 

 

       

 

 

 

       

 

n ka a a a
a a a a

a a a a
a a a a

a a a a

a a a a

         （4.17） 

式中， na 是 na 的共轭值， k ( 1, 2,3, )  k 是一个 2 * 2k k 的行列式。修尔－科恩判据指出，如

果特征方程的根都在单位圆内，即系统稳定，就必须满足下面的条件： 

k

k

0  
0  

k
k

 
 

如果 是奇

如果 是偶
 

下面列出了 k 分别取 1，2，3 时， k 的表达式： 

数 
数 
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0 n
1

n 0
 

a a
a a

  

0 n n 1

1 0 n
2

n 0 1

n 1 n 0

0
0

0
0





 

a a a
a a a
a a a

a a a

 

0 n n 1 n 2

1 0 n n 1

2 1 0
3

n 0 1 2

n 1 n 0 1

n 2 n 1 n 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

 





 

  n

a a a a
a a a a
a a a a
a a a a

a a a a
a a a a

 

例 4-5  试采用修尔－科恩稳定判据判别下列数字系统的稳定性： 

( )
(2.45 1)(2.45 1)


 

zG z
z z

 

解：特征方程为                      1 ( ) 0 G z  

即                      2 2( ) (2.45 ) 1 6 1 0      w z z z z z  

特征方程的阶 2n ，因此需要计算两个行列式1和2 来确定稳定性，由式（4.17）可得 

1

1 6
35

6 1


   


 

2

1 0 6 1

1 1 0 6
1225

6 0 1 1

1 6 0 1




  





 

因为 1 0  和 2 0  ，所以系统是稳定的。 

如果 ( )w z 是实系数的二次多项式，且 2z 系数为 1，则修尔－科恩判据可以简化，特征方程

1 ( ) 0 G z 的根全部在 z 平面单位圆内部的充要条件为： 
0

1

1

1

0

0

( )
( )
( )






w
w
w

                             （4.18）  

4.2  计算机控制系统的动态过程 

4.2.1  计算机控制系统的动态响应过程 

所有的控制系统除了要求系统具有稳定性和满意的静态特性外，还要求系统具有满意的快速

性和满意的动态品质，即系统的动态特性（暂态响应）满足要求。为研究系统的动态响应特性，通

常在系统输入端加入单位阶跃信号，通过研究系统的输出响应来得到系统的过渡特性。如果已知线

性离散系统在阶跃输入下输出的 z 变换 Y(z)，那么对 Y(z)进行 z 反变换，就可获得在采样时刻的输

出值 y(kT)。将 y(kT)连成光滑曲线，就可得到系统的动态性能指标（即超调量%与过渡过程时间
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ts），如图 4-8 所示。 

 
图 4-8  性离散系统的单位阶跃响应 

一般，采样系统的闭环脉冲传递函数可以写成如下形式 

i
1

j
1

( )
( )( ) ( )
( )

( )







   







m

i
n

j

K z z
Y zz m n
R z

z p
                  （4.19）  

式中 zi与 pj分别表示闭环零点和极点。 
当单位阶跃信号输入时，系统的输出为 

i
1

j
1

( )
( ) ( ) ( )

1
( )







  







�

m

i
n

j

K z z
zY z z R z

z
z p

                   （4.20）  

对上式取 z 反变换，得采样系统的输出响应 ( )y kT ，其中包含稳态响应，以及由实极点和复极

点所引起的暂态响应。 
下面分别讨论实极点和复极点对系统动态性能的影响。 
1．闭环实极点对系统动态性能的影响 
若系统具有 n 个互异的单实根 i  1,2, , （ ）p i n ，则 ( )Y z 可以展开为 

i
i1

( ) ( ) ( )


  


n

i

zY z z R z A
z p

 

相应的输出序列为 

i i
1

( ) ( )     0


 ≥
n

k

i

y k A p k                        （4.21）  

由式（4.21）可以看出，系统的每一个实极点对应一个暂态响应分量。由于实极点的位置不同，

因而对系统动态性能的影响也不同，如图 4-9 所示。 
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图 4-9  实极点位置和动态响应之间的关系 

由图 4-9 可以看出： 
（1）如果 1 1p ，对应的暂态响应分量 1( )y kT 单调发散。 
（2）如果 2 1p ，它对应的暂态响应 2 ( )y kT 是等幅的。 

（3）如果 30 1 p ，它对应的暂态响应 3 ( )y kT 单调衰减。 
（4）如果 41 0  p ，它对应的暂态响应 4 ( )y kT 是正负交替的衰减振荡（周期为 2T）。 

（5）如果 5 1 p ，它对应的暂态响应 5 ( )y kT 是正负交替的等幅振荡（周期为 2T）。 
（6）如果 6 1 p ，它对应的暂态响应 6 ( )y kT 是正负交替的发散振荡（周期为 2T）。 

2．闭环复数极点对系统动态性能的影响 
若系统只具有一对共轭复数极点 i i 1, p p ，则 

ij
i i 1 i, e p p p   

该共轭复数极点对引起的输出响应序列为 

1 i i 1
i,i 1 i i i 1 i 1

i i 1
( ) ( ) ( )    0 

  


 
      

≥k kA z A zy k Z A p A p k
z p z p

       （4.22） 

由于特征方程是实系数，故 i i 1,A A  必定是共轭的。 

设 ij
i i 1 i, | |eA A A 

  ，代入式（4.22）有 
i i i ij( ) j( )

i,i 1 i i i i

i i i i

( ) e e

            2 cos( )                           0

  
  

  ≥

k kk k

k

y k A p A p

A p k k

   

 
          （4.23） 

根据式（4.23）可以看出：  
（1）复极点在 z 平面单位圆外，对应的暂态响应是振荡发散的。 

（2）复极点在 z 平面单位圆上，对应的暂态响应是等幅振荡。 
（3）复极点在 z 平面单位圆内，对应的暂态响应是振荡衰减的。 
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复数极点引起的输出响应如图 4-10 所示。 

 
图 4-10  复极点位置和动态响应之间的关系 

例 4-6  求例 4-2 的阶跃响应。 

解：在采样周期 T=1s 时，因为闭环脉冲函数为 2
0.368 0.264( )

0.632


 
 

zz
z z

，故对应离散系统阶跃

响应程序为    
                          num=[0.368 0.264]  
                          den=[1 –1 0.632] 
                          dstep（num,den,50）   
图 4-11 中，（a）图为 T=1s 和 T=0.1s 时系统的阶跃响应，其中超调大的为 T=1s 时的阶跃响

应，（b）图为对应连续系统的阶跃响应。由两图可以看出当采样周期较大时（如 T=1s），离散系

统性能变差（超调变大，调节时间加长），当采样周期较小时（如 T=0.1s），离散系统的性能与连

续系统一样。 

 
（a）T=1s 和 T=0.1s 时系统的阶跃响应             （b）对应连续系统的阶跃响应 

图 4-11  例 4-6 阶跃响应曲线仿真图 
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4.2.2  含有滞后环节的计算机控制系统的输出响应 

一般的计算机控制系统都含有滞后特性，来源有两个方面：一是计算机执行控制程序和计算

所需要的时间以及执行 A/D 转换时间等；二是被控对象，特别是工业被控对象，大多具有滞后特

性，所有这些特性都可以等效为滞后环节。对于含有滞后环节的计算机控制系统，可以应用修正 z
变换在 z 域进行分析，计算系统的输出响应。 

考虑图 4-12 所示的含有滞后环节的计算机控制系统。已知 ( )D z 为控制器的脉冲传递函数，

p( ) ( )e sG s G s  为被控对象的传递函数，采样周期为 T。 

+
R(s)

Y(z)

_ T

TE(s) E*(s)

Y(s)
D(z) 1 e

s


Gp(s) se 
Ts

 
图 4-12  具有滞后环节的计算机控制系统 

定义广义的被控对象为 p( )
1 e ( )e




 Ts
sG s G s

s
 ，设    0 1   1    ≥NT T N   整数，则广

义被控对象的脉冲传递函数为 
p1

p( )
( )1 e ( )e (1 ) e


   

   
    

  

Ts
s N TsG z Z

G s
G s z z Z

s s
         （4.24） 

令
p

1
( )

( ) 
G s

G s
s

，则根据修正 z 变换定义，可得 

p p
m 1 1

( ) ( )
e ( , )

 

   
    

   
Ts

m

G s G s
Z Z G z m

s s


             （4.25） 

代入式（4.24），即可得到广义被控对象脉冲传递函数为 
1

1( ) (1 ) ( , )   NG z z z G z m                        （4.26） 

系统闭环脉冲传递函数为 

( )
( ) ( ) ( )
( ) 1 ( ) ( )

 


z
Y z D z G z
R z D z G z

  

因此可知闭环系统的输出为 
( ) ( )( ) ( )

1 ( ) ( )



D z G zY z R z

D z G z
 

进一步，对 ( )Y z 求 z 反变换，即可得到系统输出的离散响应序列。 

例 4-7  计算机控制系统如图 4-12 所示， p
1

( )
1




G s
s

， ( ) 1D z ，滞后时间 0.25 T ，试求

该系统的脉冲传递函数。 
解：系统中含有滞后环节 e s ，滞后时间 0 0.25 T T ，则 0.25 ，因此 

1 0.75  m   
广义对象传递函数为 
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p
1 e 1 e e( ) ( ) e

1

  
 

   


Ts Ts s
sG s G s

s s s


  

根据修正 z 变换，可得相应的离散脉冲传递函数： 
1

m

1 1 1

1 1
1 1

1( ) ( , ) (1 )
( 1)

e e                       (1 ) (1 )
( 1) ( 1)

1 e                       (1 )
1 1 e

(1 e                       



 
  


 

  

 
     

   
      

    
 

      




s mTs

mT

T

G z G z m z Z
s s

z Z z z Z
s s s s

z z
z z



1 2

1
) (e e )

1 e

    

 

 



mT mT T

T
z z

z

 

由 T=1s 可得 
1 2

1

0.528 0.104
( )

1 0.368

 








z z
G z

z
 

系统闭环传递函数为 
1 2

1 2

( ) 0.528 0.104
( )

1 ( ) 1 0.16 0.104

 

 


  

  

G z z z
z

G z z z
 

4.3  计算机控制系统的稳态误差 

在连续系统中，稳态误差的计算可以通过两种方法进行：一种是建立在拉氏变换终值定理基

础上的计算方法，可以求出系统的终值误差；另一种是从系统误差传递函数出发的动态误差系数法，

可以求出系统动态误差的稳态分量。由于在离散系统结构图中，采样开关的不同位置导致离散系统

的传递函数不同，所以误差脉冲传递函数给不出一般的计算公式。离散系统的稳态误差需要根据具

体的离散系统结构形式，利用 z 变换的终值定理方法，求取离散系统输出响应达到稳态时输入值和

输出值在采样时刻的误差。 

4.3.1  计算机控制系统的稳态误差分析 

设单位反馈误差采样系统如图 4-13 所示。 

e* (t)

+ Gp (s)
r(t) y(t)

_
e(t)

H0 (s)

G(z)
 

图 4-13  单位反馈离散系统 

其中 H0(s)为零阶保持器，Gp(s)为被控对象的传递函数，e(t)为系统连续误差信号，e*(t)为系统

误差采样信号，其 z 变换函数为 
e( ) ( ) ( ) [1 ( )] ( ) ( ) ( )     E z R z Y z z R z z R z              （4.27） 

其中 
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        e
( ) 1( ) 1 ( )
( ) 1 ( )

    


E zz z
R z G z

                   （4.28） 

为系统误差脉冲传递函数。 

如果e(z)的极点（即闭环极点）全部严格位于 z 平面的单位圆内，即离散系统是稳定的，则

可用 z 变换的终值定理求出采样时刻的终值误差： 
1

* 1

1 1

(1 ) ( )( ) lim ( ) lim(1 ) ( ) lim
[1 ( )]




  


    

t z z

z R ze e t z E z
G z

            （4.29） 

上式表明，线性定常离散系统的稳态误差不但与系统本身的结构和参数有关，而且与输入序

列的形式及幅值有关。对于系统的结构形式，可以把开环脉冲传递函数 G(z)中具有 z=1 的极点数 v
作为划分离散系统类型的标准，v=0,1,2 时离散系统分别称为 0 型、Ⅰ型和Ⅱ型离散系统。  

下面讨论不同类型的离散系统在三种典型输入信号作用下的稳态误差，并建立离散系统静态

误差系数的概念。 
1．单位阶跃输入时的稳态误差 
对于单位阶跃输入 r(t)=1(t)，其 z 变换函数为  

1
1( )

1 



R z

z
 

因此，可得单位阶跃输入响应的稳态误差 

1

1( ) lim
1 ( )

 
z

e
G z

 

定义静态位置误差系数为 
p 1

lim ( )



z

K G z                             （4.30） 

则系统对于阶跃输入信号的稳态误差为 

1 p

1 1( ) lim
1 ( ) 1

  
 z

e
G z K

                        （4.31） 

若 G(z)没有 z=1 的极点，则 Kp≠∞，从而 e(∞)≠0；若 G(z)有一个或一个以上 z=1 的极点，

则 Kp=∞，从而 e(∞)=0，因而在单位阶跃函数作用下，系统达到稳态时，0 型离散系统在采样时刻

存在位置误差；Ⅰ型或Ⅰ型以上的离散系统，在采样时刻没有位置误差。这与连续系统相似。  
2．单位速度输入时的稳态误差 

对于单位速度输入 r(t)=t，其 z 变换函数为 
1

1 2( )
(1 )







TzR z

z
 

因此，可得响应单位速度输入的稳态误差 
1

1 11 1
( ) lim lim

(1 )[1 ( )] (1 ) ( )



  
  

  z z

Tz Te
z G z z G z

 

定义静态速度误差系数为： 
1

v 1

(1 ) ( )lim







z

z G zK
T

                       （4.32） 

则系统对于单位速度输入信号的稳态误差为 
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v

1( ) e
K

                                  （4.33） 

因为 0 型系统的 Kv=0；Ⅰ型系统的 Kv为有限值，Ⅱ型或Ⅱ型以上的系统 Kv=∞，因而在单位

速度函数作用下，0 型离散系统在采样时刻稳态误差无穷大，Ⅰ型离散系统在采样时刻存在速度误

差；Ⅱ型或Ⅱ型以上的离散系统，在采样时刻不存在稳态误差。 
3．单位加速度输入时的稳态误差 

对于单位加速度输入 r(t)=t2/2，其 z 变换函数为  
2 1 1

1 3
(1 )( )

2(1 )

 







T z zR z

z
 

因此，可得响应单位加速度输入的稳态误差 
2 1 1 2

1 2 1 21 1

(1 )( ) lim lim
2(1 ) [1 ( )] (1 ) ( )

 

  


  

  z z

T z z Te
z G z z G z

 

定义静态加速度误差系数为 
1 2

a 21

(1 ) ( )lim







z

z G zK
T

                       （4.34） 

则系统对于单位加速度输入信号的稳态误差为 

a

1( ) e
K

                                （4.35） 

因为 0 型及Ⅰ型系统 Ka=0，Ⅱ型系统的 Ka 为常值，Ⅲ型及Ⅲ型以上系统 Ka=∞。因而，在加

速度函数作用下，0 型和Ⅰ型离散系统的稳态误差为无穷大，Ⅱ型离散系统存在加速度误差，只有

Ⅲ或Ⅲ型以上的离散系统，在采样时刻不存在稳态误差。不同类型单位反馈离散系统的稳态误差见

表 4-2。 

表 4-2  单位反馈离散系统的稳态误差 

系统类型 
位置误差 

（ ( ) ( ) 1r t t ） 
速度误差 
（ ( ) r t t ） 

加速度误差 

（ ( )  tr t
2

2 ） 

0 型 
1

1 p K
     

Ⅰ型 0 
1

vK
   

Ⅱ型 0 0 
1

aK
 

Ⅲ型 0 0 0 
 

4.3.2  计算机控制系统对干扰输入信号的响应 

与连续系统一样，计算机控制系统也会受到干扰信号的作用，同时系统的输出对于干扰信号

会有一定的响应。对于控制系统而言，总是希望具有良好的抗干扰能力，即系统能够将干扰的影响

降到最低，直至消除。但是，干扰在计算机控制系统中的作用位置不同，对系统的影响也不同。 
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1．干扰作用在控制系统的前向通道 
假设受到干扰作用的控制系统如图 4-14（a）所示，设参考输入为 0，系统受到的干扰为 N(z)。 

+ G(z)
R(z) Y(z)

_
D(z)

N(z)

E(z)

+

D(z)

Y(z)

_
G(z)

N(z) E(z)

 

 （a）受到干扰作用的控制系统 （b）转换后的形式 

图 4-14  干扰作用在前向通道的计算机控制系统 

在R(z)=0 时，系统框图可以转换为图 4-14（b）所示。以N(z)为输入，Y(z)为输出的脉冲传递函数为 

 ( ) ( )
( ) 1 ( ) ( )




Y z G z
N z D z G z

                          （4.36） 

如果 | ( ) ( ) | 1D z G z ，则有 
( ) 1
( ) ( )


Y z
N z D z

                             （4.37） 

于是系统误差为 

( ) ( ) ( ) ( )   E z R z Y z Y z  

因此由干扰所引起的系统误差为 
1( ) ( ) ( )
( )

   E z Y z N z
D z

                        （4.38） 

由式（4.38）可以看出，D(z)的增益越大，干扰引起的误差 E(z)就越小。如果 D(z)有积分环节

（z=1 的极点），那么扰动对系统的稳态误差为 0。这一点从下面的推导中可以得知。 
设干扰为幅值 N 的常值扰动，即 

1( )
1 




NN z
z

 

如果 D(z)含有一个 z=1 的极点，则 D(z)可以写成如下形式 
1

1
( )( ) ( )

1 1




 

 
D z zD z D z
z z

 

式中， ( )D z 不含有 z=1 的极点，那么在干扰作用下，系统的稳态误差为 

* 1 1

1 1

1
1

1 11

1

11

( )e lim (1 ) ( ) lim (1 )
( )

1    lim (1 )
1 ( )

(1 )    lim 0
( )

ss z z

z

z

N zz E z z
D z

N zz
z z D z

z N
D z z

 

 




 





         
 

   
 


  

 

2．干扰作用在控制系统的反馈通道 

假设干扰作用在反馈通道的控制系统如图 4-15（a）所示，在输入 R(z)=0 时，系统可以转换为
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图 4-15（b）所示的结构框图。 
由图 4-15（b）可知： 

( ) ( ) ( )
( ) 1 ( ) ( )


 
Y z D z G z
N z D z G z

 

( ) ( ) ( )
( ) 1 ( ) ( )

 


Y z D z G z
N z D z G z

                          （4.39） 

由 ( ) ( ) ( ) ( )   E z R z Y z Y z 可得 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 1 ( ) ( )

  


E z Y z D z G z
N z N z D z G z

                     （4.40） 

由式（4.40）可以看出，为了减小扰动 N(z)对误差 E(z)的影响，则 D(z)G(z)增益应尽可能小。 

+ G(z)
R(z) Y(z)

_
D(z)

N(z)

E(z)

+
D(z)

Y(z)

_
G(z)

N(z) E(z)

 
 （a）干扰作用在反馈通道的控制系统 （b）转换后的形式 

图 4-15  干扰作用在反馈通道的计算机控制系统 

综上所述，在考虑扰动对误差的影响时，应先求出 E(z)/N(z)的表达式，再确定 D(z)G(z)
的增益是应该大还是应该小。但是，D(z)G(z)增益的大小，除了要考虑扰动的作用外，还要考

虑系统输入的作用。如果输入信号的频率范围和扰动信号的频率范围分离得足够大，可以在系

统中选择合适的滤波器；如果它们的频率范围重叠，则必须修改系统框图，以便使系统对参考

输入以及扰动作用都有满意的响应。 

4.4  离散系统根轨迹 

在连续系统中，根轨迹法是分析和设计线性定常控制系统的一种常用方法。由于其可以非常

直观方便地分析系统的稳定性、稳态性能及动态性能等，所以在工程实践中获得了广泛的应用。连

续系统根轨迹是研究开环系统某一参数从零变到无穷大时，闭环系统特征方程的根在 s 平面上变化

的轨迹。相应地，离散系统根轨迹是研究离散系统开环脉冲传递函数某一参数从零变到无穷大时，

闭环系统特征方程的根在 z 平面上变化的轨迹。 
考虑图 4-16 所示的线性定常离散系统，H0(s)为零阶保持器。 

+
H0(s) K Gp (s)

R(s) Y(s)
_

 
图 4-16  线性定常离散系统 

其广义开环脉冲传递函数为 
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1
p( ) (1 ) ( ) /KG z K z Z G s s                          （4.41） 

系统的闭环特征方程为          
1 ( ) 0KG z                             （4.42） 

将式（4.42）写成下列两个式子： 
( ) 1KG z                              （4.43） 

( ) (2 1)180KG z l       0,1, 2,l                   （4.44） 

式（4.43）和（4.44）就是闭环系统特征方程的根所应满足的幅值条件和相角条件。当参数 K
从 0 到变化时，所有满足该幅值条件和相角条件的点在 z 平面上的轨迹就是该离散系统的根轨迹。 

进一步，考虑开环脉冲传递函数为如下所示的零极点形式： 

i
1

i
1

( )
( )

( )

m

i
n

i

z z
KG z K

z p














                           （4.45） 

式中， iz 为开环脉冲传递函数的零点； ip 为开环脉冲传递函数的极点。 

闭环系统的极点在 z 平面上应满足的条件可改写为 

i
1

i
1

1

m

i
n

i

z z

K
z p














                           （4.46） 

i i
1 1

( ) ( ) (2 1)180
m n

i i

z z z p l
 

            （ 0,1, 2,l  ）         （4.47） 

由式（4.46）和（4.47）可以看出，离散系统根轨迹所满足的条件与连续系统根轨迹的条件在

形式上相同，所以在 z 平面上绘制离散系统根轨迹的方法与在 s 平面绘制连续系统根轨迹类似。 
绘制离散系统根轨迹的基本步骤如下： 
（1）求出以零极点形式表示的系统开环传递函数，在 z 平面上画出开环零极点。 
（2）确定根轨迹的起点和终点，并找出根轨迹的分支数。 
根轨迹起于开环脉冲传递函数 ( )G z 的极点，终止于开环脉冲传递函数 ( )G z 的零点；根轨迹的

条数等于开环脉冲传递函数 ( )G z 的极点个数（通常极点数大于零点数）。 

（3）确定实轴上的根轨迹。 
实轴上的某一区域，如果它右侧开环实数零、极点个数之和为奇数，则该区域必是根轨迹的

一部分。 
（4）确定根轨迹的渐近线。 
渐近线的个数等于开环脉冲传递函数 ( )G z 的极点数 pn 与零点数 zn 之差，且渐近线与实轴的交

角 和交点 分别为 

p z

(2 1)πk
n n







  （ p z0,1,2, , 1k n n   ）            （4.48） 
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i i
1 1

p z

( ) ( )
n m

i i

p z

n n
  

  




 
                          （4.49） 

（5）找出根轨迹的分离点和会合点。如果根轨迹位于实轴上两个相邻开环极点之间，则这两

个极点之间至少存在一个分离点；同样，如果根轨迹位于实轴上两个相邻开环零点之间（一个零点

可以位于无穷远处），则这两个零点之间至少存在一个会合点；如果根轨迹位于实轴上一个开环极

点和一个开环零点之间，则既不存在分离点也不存在会合点，或者两者都存在。 

设
( )( )
( )


N zG z
D z

，则根轨迹的分离点和会合点由下面的式子求解： 

d[ ( )] 0
d


G z

z
                             （4.50） 

即   

                    d ( ) d ( )( ) ( ) 0
d d

 
N z D zD z N z

z z
                     （4.51） 

例 4-8  系统如图 4-17 所示，H0(s)为零阶保持器，设 p ( )
( 1)




KG s
s s

，T=1s，试绘制系统的根

轨迹，并确定系统临界稳定时的增益 K。 

+
H0(s)

R(s) Y(z)
_

T T
Gp(s)

 
图 4-17  例 4-8 图 

解：开环脉冲传递函数为 

1 1
0 p p 2

1 1( ) [ ( ) ( )] (1 ) ( ) (1 )
( 1)

0.368( 0.717)  
( 1)( 0.368)

G z Z H s G s z Z G s z Z
s s s

z
z z

               



 

 

故系统开环极点为 z=1 和 z=0.368，开环零点为 z=-0.717 和 z=∞。 
由式（4.51）可计算分离点： 

2

d ( ) ( 1)( 0.368) ( 0.717)(2 1.368)
d

          1.434 1.352

     

  

G z z z z z
z

z z
 

可求得根轨迹分离点为 z=0.65、会合点为 z=2.08。 
再根据幅值条件（4.46）可以求出分离点处增益 K=0.196、会合点处增益 K=15，由以上原则，

可画出其根轨迹如图 4-18 左图所示。  
对于本例，也可通过编写下列 MATLAB 程序用计算机画出其根轨迹，如图 4-18 右图所示。 

k=0:0.1:16; 
n=[0.368 0.264]; 
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d=[1–1.368 0.368]; 
r=rlocus(n,d,k);  
plot(real(r),imag(r),'x')  
title('Root Locus')  

 
图 4-18  例 4-8 根轨迹图 

在 z 平面上，根轨迹与单位圆的交点就是系统的临界稳定点。 
对于系统临界稳定点，一方面可以通过画系统根轨迹，找出它与单位圆的交点来确定，另一

方面还可以应用稳定性判据，求出系统的临界增益 K，再将此 K 值代入系统特征方程，求出临界

稳定时的特征根来确定。 
对于本例，根据稳定性判据可以求出系统临界增益K=2.39，此时特征方程为 2 0.488 1 0  z z ，

所以临界点为 
0.244 j0.970 1 75.8 1 1.32 1       z rad T ， 1.32 md/s 

思考题与习题 

4.1  s 平面上有两对极点，分别为 1,2 1 j1.6  s ， 3,4 1 j4.5  s ，采样频率 8Hzs ，试求

在 z 平面上相应极点的位置。 
4.2  已知闭环离散系统的特征方程式为 

3 2( ) 1.001 0.3356 0.00535 0    D z z z z  

试用修正劳斯判据判断该系统是否稳定。 
4.3  设离散系统如图 4-19 所示，采样周期 1sT  ， 0 ( )H s 为零阶保持器，而 

p ( )
(0.2 1)




KG s
s s

 

要求： 
（1）当 5K 时，分别在 z 域和 w 域中分析系统的稳定性。 
（2）确定使系统稳定的 K 值范围。 
（3）求系统的稳态误差系数。 
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+
r(t)

_ p (s)
T

H0 (s)
e(t) e*(t)

G

 
图 4-19  题 4.3 图 

4.4  已知系统如图 4-20 所示，确定满足系统稳定的 K 值范围。 

+
R(s) Y(s)

_

T

Y*(s)

( 1)
k

s s

 
图 4-20  题 4.4 图 

4.5  已知离散控制系统的闭环特征多项式如下： 
（1） 2( ) 1.5 0.5  W z z z  

（2） 4 3 2( ) 3 2 1    W z z z z z  

（3） 3 2( ) 2.3 1.7 0.4   W z z z z  

（4） 4 3 2( ) 1.4 0.4 0.8 0.002    W z z z z z  

试用朱利稳定性判据判断闭环系统的稳定性。 
4.6  已知单位反馈控制系统开环传递函数为 

2

4 3
2 3 1( )

3 4 7 1
 


  
z zG z

z z z
 

试用修尔－科恩判据判别系统的稳定性。 
4.7  控制系统如图 4-21 所示， 0.2sT ， 1K ，系统输入为阶跃信号，求系统输出 y(kT)，

并确定 y()。  

R(s) Y(s)
1

k
s

E(s)

1 e Ts

s


T

 
图 4-21  题 4.7 图 

4.8  已知离散控制系统的结构如图 4-22 所示，采样周期 0.2sT ，输入信号 2
1( ) 1

2
  r t t

t
，

求该系统的稳态误差。 
4.9  已知离散控制系统如图 4-23 所示， 1sT ，试绘制系统的根轨迹图，并求出临界增益。 
4.10  某机器人关节控制系统结构如图 4-24 所示。 
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图 4-22   题 4.8 图 
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图 4-23   题 4.9 图 

_
D(z)

200
(0.5 1)s s

c
控制器

零阶保持器 K
Ea m 1

100
a

0.07

功率放大器 伺服电机 传动装置

传感器

 
图 4-24  题 4.10 图 

设 0.1sT ， ( ) 1D z 。试求： 

（1）闭环系统特征方程。 
（2）用修正劳斯判据判别使系统稳定时 K 的变化范围。 
（3）系统临界稳定时，z 平面和 w 平面特征方程所有根的位置。 
（4）系统临界稳定时，z 平面和 w 平面的振荡频率。 
（5）通过计算机仿真，验证上述结果。 
 


