
第 7 章 常微分方程 

高等数学研究的对象是函数，而函数关系一般是不能直接由实际问题得到的．但根据实际问题 

的特性， 有时可以得到表示未知函数及其导数或微分与自变量之间关系的式子，这种关系式揭示了 

实际问题的客观规律性，它是描述这种客观规律性的一种重要数学模型——微分方程． 

本章学习目标 

l 了解微分方程的定义（阶、解、通解、初始条件、特解） ． 

l 掌握可分离变量微分方程、齐次微分方程的解法． 

l 熟练掌握一阶线性微分方程的解法． 

l 了解二阶线性微分方程的解的结构． 

l 掌握二阶线性常系数齐次、非齐次微分方程的解法． 

§7.1  基本概念 

利用数学手段研究自然现象和社会现象，或解决工程技术问题时，一般先要建立数学模型，再 

对数学模型进行简化和求解， 最后结合实际问题对结果进行分析和讨论．数学模型最常见的表达方 

式是包含自变量和未知函数的方程，在很多情况下未知函数的导数（或微分）也会在方程中出现， 

我们称这类方程为微分方程． 

定义 7.1.1  含有未知函数的导数或微分的方程称为微分方程．只含一个自变量的微分方程称 

为常微分方程， 自变量多于一个的称为偏微分方程． 微分方程中导数的最高阶数称为微分方程的阶． 

于是 n阶常微分方程的一般形式是 
( ) (    ) 0 n F x y y y ′ = L ， ， ， ， （7.1.1） 

本章只介绍常微分方程，并简称为微分方程或方程． 

定义  7.1.2  如果方程中未知函数 y 和它的各阶导数  ( ) ...  n y y ′， ， 都是一次幂的，则称它为线性 

微分方程，否则称它为非线性微分方程． 
n阶线性微分方程的一般形式是 

( ) ( 1) 
1 1 ( ) ( ) ( ) ( ) n n 

n n y a x y a x y a x y f x − 
− ′ + + + + = L 

其中  ( ) i a x  1   2 i n = L （ ， ， ， ）和  ( ) f x  都是 x的已知函数． 

例 7.1.1  下面的方程都是常微分方程．
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2 2 ( ) 3 2 y x ′ = + （7.1.2） 
2 1 y y ′ = + （7.1.3） 

2  0 y y ω ′′ + = （  0 ω > 是常数） （7.1.4） 

它们的阶数分别为 1、1、2．方程（7.1.4）是线性的，而方程（7.1.2）和（7.1.3）是非线性的． 

定义 7.1.3  代入微分方程能使方程成立的函数，称为方程的解． 

例  7.1.2  函数  tan y x = 是方程（7.1.3）在区间  π  π 
( , ) 

2 2 
− 上的一个解，而  tan( ) y x c = − 是方程 

（7.1.3）在区间  π  π 
( , ) 

2 2 
c c − + 上的解，其中 c 为任意常数；函数  3cos y x ω = 、  4sin y x ω = 都是方 

程 （7.1.4） 在区间 ( , ) −∞ +∞ 上的解， 而且对任意常数  1 c 和  2 c ，  1 2 cos   sin y c x c x ω ω = + 也是方程 （7.1.4） 

在区间 ( , ) −∞ +∞ 上的解． 

从上面的讨论可知，微分方程的解可以包含一个或几个任意常数（与方程的阶数有关），而有 

的解不含任意常数．为了加以区别，我们给出如下定义： 

定 义  7.1.4  方 程 （ 7.1.1 ） 中 含 有  n 个 相 互 独 立 的 任 意 常 数  1 2  n c c c L ， ， ， 的 解 

1 2 ( , ,   , ,   ) n y x c c c ϕ = L 称为它的通解．不含任意常数的解称为它的特解．使这些任意常数取定值的 

条件， 称为微分方程的初始条件， 我们把求满足初始条件的微分方程特解的问题称为解的初值问题． 

例 7.1.3  验证函数  1 2 cos   sin y c x c x ω ω = + 是方程  2  0 y y ω ′′ + = （  0 ω > 是常数）（7.1.4）的解， 

其中  1 2 c c 、 为任意常数． 

解  1 2 sin   cos y c x c x ω ω ω ω ′ = − + ，  2 2 
1 2 cos   sin y c x c x ω ω ω ω ′′ = − − ， 

将 y y′′ 、 的表达式代入方程（7.1.4）有 
2 2 2 2 

1 2 1 2 cos   sin   ( cos   sin   ) y y c x c x c x c x ω ω ω ω ω ω ω ω ′′ + = − − + +  0 ≡ ，  ( , ) x∈ −∞ +∞ 

所以对任意常数  1 2 c c 、 ，  1 2 cos   sin y c x c x ω ω = + 都是方程（7.1.4）的解． 

类似验证  sin(   ) y A x B ω = + （A、B 为任意常数）也是方程（7.1.4）的解．而  3cos y x ω = 和 
4sin y x ω = 是方程（7.1.4）的两个特解． 

例 7.1.4  解微分方程  '' y x = ，其中  0 0 1    ' 0 x x y y 
= = 

= = ， ． 

解 对方程两边积分，得  2 
1 

1 
' 

2 
y x c = + ，再积分，得  3 

1 2 
1 
6 

y x c x c = + + 

由  0 ' 0 x y 
= 

= 得  1  0 c = ，由  0  1 x y 
= 

= 得  2  1 c = ，因此，所求方程的特解为：  3 1 
1 

6 
y x = + ． 

习题 7.1 

一、选择题 

1．方程  3 2 ( ') 2( ') 2 ' 0 y y y y + + = 的阶数是（ ）．
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A．1  B．2  C．3  D．4 
2．方程  3 4 '' ( ') ' 0 xyy x y y y + − = 的阶数是（ ） ． 

A．3  B．4  C．2  D．5 

二、解答题 

1．指出方程  2 
1 

1 
' 

2 
y x c = + 的阶数． 

2．验证  3 y x = 是否是方程  ' 3 y = 的解． 

§7.2  一阶微分方程的解法 

本节讲述一阶微分方程的初等解法，即把微分方程的求解问题化为积分问题．微分方程的求解 

方法很多，我们这里仅就一阶微分方程介绍一些初等的解法． 

一、可分离变量方程 

形如 
d 

( ) ( ) 
d 
y  f x g y 
x 

= （7.2.1） 

的方程称为可分离变量方程，其中  ( ) f x  和  ( ) g y  都是连续函数． 

当  ( ) 0 g y ≠ 时，把（7.2.1）改写为  d  ( )d 
( ) 
y  f x x 

g y 
= （称为变量分离）， 

两边积分，得通解（隐式通解） 
d 

( )d 
( ) 
y  f x x c 

g y 
= + ∫ ∫ （7.2.2） 

这里我们把积分常数 c明确写出来，而把  d 
( ) 
y 

g y ∫ 、  ( )d f x x ∫ 分别理解为  1 
( ) g y 

和  ( ) f x  的一个确 

定的原函数． 

例 7.2.1  求方程 
d 

2 0 
d 
y  xy 
x 

− = （7.2.3） 

的通解． 

解 分离变量 d  2 d y  x x 
y 

= ，两边积分得  2 ln  y x c = + % 

即 
2 

e x y c = % ．令 c c = ± %，则 
2 

e x y c = （  0 c ≠ ） ． 

此外  0 y = 是方程的常数解．若允许  0 c = ，则此解也含于上式中．所以方程（7.2.3）的通解为 
2 

e x y c = ，其中 c为任意常数．
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例 7.2.2  求初值问题  d e d 0 x x x y y − + = ，  (0) 1 y = 的解． 

解 求通解，方程可以变形为  e d d x y y x x − = − 

分离变量得  d e d x y y x x = − 

两边积分得通解为 
2 

e e 
2 

x x y  x c = − + + 

代入初始条件，即  0 x = ，  1 y = ，得  1 
2 

c = − 

所以解为  2  2e (1 ) 1 x y x = − − ． 

二、可化为变量分离方程的特殊类型 

形如 
d 
d 
y  y 
x  x 

ϕ   =   
  

（7.2.4） 

的方程称为齐次方程，其中ϕ 是连续函数． 

其解法是通过变量代换，可将（7.2.4）化为变量分离方程，然后按变量分离方程求解． 

令 y  u 
x 

= 或 y ux = ，则 d d 
( ) ' 

d d 
y u ux x u 
x x 

= = + ，代入（7.2.4）得 

d 
( ) 

d 
u x u u 
x 

ϕ + = 或 d ( ) 
d 
u u u 
x x 

ϕ − 
= 

这是一个变量可分离方程． 

例 7.2.3  解方程 
2 

1 y  y y 
x  x 

  ′ = + +   
  

． 

解 令 y  u 
x 

= 或 y xu = ，则 d d 
d d 
y u x u 
x x 

= + ．代入方程得  2 d 
1 

d 
u x u u u 
x 

+ = + + ，即 

2 d 
1 

d 
u x u 
x 

= + 

分离变量并积分，有  2 
1 ln( 1 ) ln ln | | u u c x + + + = （  1  0 c > ）从而推出 

2 ( 1 ) x c u u = + +  1  0 c c = ± ≠ （ ） 

将 y  u 
x 

= 代回原变量得 
2 

2 2 
x c y 
c 

= − ，其中  0 c ≠ 为任意常数． 

三、一阶线性微分方程 

在一阶方程中，如果未知函数及其导数都是一次的，那么这类方程叫做一阶线性方程．一阶线 

性方程的一般形式为
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d 
( ) ( ) 

d 
y  P x y Q x 
x 

+ = （7.2.5） 

其中 P 、Q为连续函数．当  ( ) 0 Q x ≡ 时，（7.2.5）成为 
d 

( ) 0 
d 
y  P x y 
x 

+ = （7.2.6） 

称它为一阶线性齐次微分方程． 

相应地，当  ( ) 0 Q x ≠ 时，（7.2.5）称为一阶线性非齐次微分方程． 

对于方程（7.2.6），它是可分离变量的微分方程，可以求出方程（7.2.6）的通解 
( )d 

e  P x x y c − ∫ = （7.2.7） 

其中 c为任意常数，注意  ( )d P x x ∫ 仅表示  ( ) P x  的一个原函数． 

例 7.2.4  求d cos d y y x x = − 的通解． 

解 分离变量得 d  cos d y  x x 
y 

= − ，两边积分，有 

ln sin ln y x C = − + 

即  sin e  x y C − = ． 

例 7.2.5  求  1 
0 

1 
y y 

x 
′ + = 

+ 
满足初始条件  1  1 x y 

= 
= 的特解． 

解 分离变量得 d d
1 

y x 
y x 

= − 
+ 

，两边积分，有 

ln ln(1 ) ln y x C = − + + 

故通解为 
1 
C y 
x 

= 
+ 

． 

将  1 1 x y = = ， 代入得  2 C = ，其特解为  2 
1 

y 
x 

= 
+ 

． 

下面我们来求非齐次方程（7.2.5）的通解．现在对方程（7.2.7）作变换 
( )d 

( )e  P x x y c x − ∫ = （7.2.8） 

代入（7.2.5）化简得  ( )d 
'( ) ( )e  P x x c x Q x ∫ = ，由此两边积分，有 

( )d 
( ) ( )e d P x x c x Q x x c ∫ = + ∫ 

将它代回到（7.2.8）即得方程（7.2.5）的通解 
( )d ( )d 

e ( ( )e d ) P x x P x x y Q x x c − ∫ ∫ = + ∫ （7.2.9） 

上述求解方法通常称为常数变易法（把（7.2.7）中 c变易为 x的函数  ( ) c x  ），公式（7.2.9）也 

称为方程（7.2.5）的常数变易公式．它是一种重要的数学方法．通常只要知道了线性齐次方程的通 

解，便可用常数变易法将对应的线性非齐次方程的通解求出来．
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例 7.2.6  求微分方程 d  e 
d 

x y  y 
x 

− + = 的通解． 

解 先求出对应的齐次微分方程 d  0 
d 
y  y 
x 

+ = 的通解． 

分离变量得 d  d y  x 
y 

= − ，两边积分再化简得 

ln y x C = − + 

即  e  x y C − = 

设所给的一阶线性非齐次方程的通解为  ( )e  x y C x − = ，则 

( )e ( )e ( 1) x x y C x C x − − ′ ′ = + − 

代入原方程得 
( )e ( )e ( 1) ( )e e x x x x C x C x C x − − − − ′ + − + = 

整理得  ( ) 1 C x ′ = 

于是  ( ) C x x C = + 

所以原方程的通解为  e ( ) x y x C − = + ． 

结合上述讨论，求一阶线性非齐次微分方程通解的步骤为： 

（1）先求出对应的齐次微分方程  ( ) 0 y P x y ′ + = 的通解  1 Cy ． 

（2）把C 看成 x的函数，代入（1）式，确定  ( ) C x  ，即得方程（1）的通解，这种方法叫做常 

数变易法． 

例 7.2.7  求微分方程  cos xy y x ′ + = 满足初始条件  (π) 1 y = 的特解． 

解 使用常数变易法，原方程可写成 
1 1 

cos y y x 
x x 

′ + = 

对应的线性齐次方程为 
1 

0 y y 
x 

′ + = 

求得该线性齐次方程的通解为 
C y 
x 

= 

设所给的线性非齐次方程的通解为  1 
( ) y C x 

x 
= ，则 

2 

1 1 
( ) ( ) y C x C x 

x  x 
  ′ ′ = −   
  

代入原方程整理得  1 1 
( ) cos C x x 

x x 
′ = ，即  ( ) cos C x x ′ = ，于是



第 7章 常微分方程 

7 

( ) cos d sin C x x x x C = = + ∫ 
故原方程的通解为 

1 sin 
(sin )  C x y x C 

x x x 
= + = + 

将  π  1 x y = = ， 代入得  π C = ，故所求的特解为 
1 
(π  sin ) y x 
x 

= + 

在上例通解中，  C y 
x 

= 是对应齐次线性方程的通解，  *  sin x y 
x 

= 是非齐次线性方程的特解. 一 

般地，利用常数变易法求解  ( ) ( ) y P x y Q x ′ + = 可得 
( )d ( )d 

( )d ( ) ( )d 

e ( ( )e d ) 

e e ( )e d 

P x x P x x 

P x x P x dx P x x 

y Q x x C 

C Q x x 

− 

− − 

∫ ∫ = + 

∫ ∫ ∫ = + 

∫ 
∫ 

其中  ( )d 
e  P x x y c − ∫ = 是对应的方程  ( ) 0 y P x y ′ + = 的通解，  ( )d ( )d *  e ( )e d P x x P x x y Q x x − ∫ ∫ = ∫ 是非齐次方 

程  ( ) ( ) y P x y Q x ′ + = 的一个特解，即一阶非齐次线性方程的通解等于对应的齐次线性方程的通解与 

非齐次线性方程的特解之和． 

例 7.2.8  求方程 d 1 
e 

d 
x y  y 

x x 
− + = 的通解． 

解  1 
( ) ( ) e  x P x Q x 

x 
− = = ， 

1 1 d d 

ln ln 

e ( e e d ) 

e ( e e d ) 

1 
( e d ) 

1 
( ( 1)e ) 

x x x x x 

x x x 

x 

x 

y x C 

x C 

x x C 
x 

x C 
x 

− − 

− − 

− 

− 

∫ ∫ = + 

= + 

= + 

= − + + 

∫ 
∫

∫ 

例 7.2.9  设函数  ( ) f x  一阶可导，且满足  2 

0 
( ) ( )d 

x 
f x tf t t x = + ∫ ，求  ( ) f x  ． 

解 对等式  2 

0 
( ) ( )d 

x 
f x tf t t x = + ∫ 两端同时求导，得  ( ) ( ) 2 f x xf x x ′ = + ，即 

d 
2 

d 
y  xy x 
x 

− = 

它是一阶线性非齐次微分方程，它所对应的齐次微分方程为 
d 

0 
d 
y  xy 
x 

− =
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分离变量得 d  d y  x x 
y 

= ，两边积分化简得 
2 

2 e 
x 

y C = ，令 
2 

2 ( )e 
x 

y C x = ，则 

2 2 

2 2 ( )e ( )e 
x x 

y C x C x x ′ ′ = + 

代入原方程 
2 

2 ( ) 2 e 
x 

C x x 
− 

′ = ，从而 
2 

2 ( ) 2e 
x 

C x 
− 

= − ，故方程的通解为 
2 

2 ( ) 2 e 
x 

f x C = − + 

又因为  (0) 0 f = ，代入通解得  2 C = ，所以 
2 

2 ( ) 2 2e 
x 

f x = − + ． 

例 7.2.10  解方程  2 d 2 
( 1) 

d 1 
y y  x 
x x 

− = + 
+ 

． 

解 它是一阶线性非齐次微分方程，且  2 
( ) 

1 
P x 

x 
= − 

+ 
，  2 ( ) ( 1) Q x x = + 

代入公式得 
2 2 d d 2 1 1 e ( 1) e d 

x x 
x x y x x c 

− 
+ + 

  ∫ ∫ = + +   
  
∫ 

2ln( 1) 2 2ln( 1) e ( 1) e d x x x x c + − +   = + +   ∫ 
2 2 ( 1) ( d ) ( 1) ( ) x x c x x c = + + = + + ∫ 

习题 7.2 

一、选择题 

1．下列函数中，（ ）是微分方程d 2 d 0 y x x − = 的解． 

A．  2 y x =  B．  2 y x = 

C．  2 y x = −  D．  2 y x = − 
2．微分方程 2 d d 0 y y x − = 的通解是（ ）． 

A．  2 y x c − =  B． y x c − = 
C． y x c = +  D． y x c = − + 

3．微分方程  ' y y = 满足初始条件  0  2 x y 
= 

= 的特解是（ ）． 

A．  e 1 x y = +  B．  2e x y = 

C．  2 2e  x y =  D．  2 e  x y = 

4．下列微分方程中为可分离变量方程的是（ ）．
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A． d 
d 
x  xt t 
t 

= +  B．  d 
e sin 

d 
xt x x t 

t 
= 

C．  2 d 
d 
x  xt t 
t 

= +  D．  2 2 d 
d 
x  x t 
t 

= + 

5．微分方程 d d 
0 x y 

y x 
+ = 满足  3  4 x y 

= 
= 的特解是（ ）． 

A．  2 2  25 x y + =  B．3 4 x y c + = 

C．  2 2 x y c + =  D．  2 2  7 x y + = 

6．下面微分方程中为一阶线性的是（ ）． 
A．  2 ' xy y x + =  B．  ' sin y xy x + = 

C．  ' yy x =  D．  2 ( ') 0 y xy + = 

7．微分方程  2 d (1 )d 0 y x x y − − = 是（ ）微分方程． 

A．一阶线性齐次  B．一阶线性非齐次 
C．可分离变量  D．二阶线性齐次 

二、填空题 

1．通过点 (1,1) 处，且斜率处处为 x的曲线方程是________． 
2．微分方程  ' 2 0 y y − = 的通解是________． 

3．  2 y x = 所满足的一阶微分方程是________． 

4．齐次方程  ' 1 y y 
x 

= + 的通解为________． 

5．方程  3 xy y ′ + = 的通解是________． 

三、计算下列微分方程的通解（可分离变量部分） 

1．  ln 0 xy y x ′ − =  2． sin d cos d 0 x y y x + = 

3．  2 2 ( 1)d ( 1)d 0 y x y y x − − + =  4．  ln ' 0 y y xy + = 

四、求下列微分方程的解（齐次型方程部分） 

1．求下列齐次微分方程的通解： 

（1）  (ln ln ) xy y y x ′ = − 

（2）  d 
2 

d 
y x y xy 
x 

− = 

2．求下列齐次微分方程满足初始条件的特解： 

（1）  tan y y y 
x x 

′ = + ，  1  1 x y 
= 

=
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（2）  x y y 
y x 

′ = + ，  1  2 x y 
= 

= 

3．化方程为可分离变量的微分方程，并求出其通解： 
( )d (3 3 4)d 0 x y x x y y + + + − = 提示：令 x y u + = 

五、求下列微分方程的解（一阶线性微分方程部分） 

1．求下列微分方程的特解： 

（1）  2 xy y x ′ + = ，  1  0 x y 
= 

= （2）  e 0 x xy y ′ + − = ，  1  e x y 
= 

= 

（3）  3 d 
4 e 

d 
t x  x 

t 
− = ，  0  0 t x = 

= 

2．求下列微分方程的通解： 

（1）  4 ( 1) 2 ( 1) x y y x ′ + − = + （2）  1 
e ( 1) 

1 
x y y x 

x 
′ − = + 

+ 

（3） 
2 

2 e  x y xy x − ′ = − + 
3．求曲线的方程，这条曲线通过原点，并且它在点 ( , ) x y  处的切线的斜率等于 2x y + ． 

§7.3  二阶常系数微分方程的解法 

定义 7.3.1  形如 
" ( ) ' ( ) ( ) y P x y Q x y f x + + = （7.3.1） 

的方程称为二阶线性非齐次微分方程．如果  ( ) 0 f x = ，即 
" ( ) ' ( ) 0 y P x y Q x y + + = （7.3.2） 

方程（7.3.2）称为二阶线性齐次微分方程． 

力学中，物体在有阻力的情况下的自由振动微分方程和强迫振动微分方程， 以及电学中串联电 

路的振动方程都是二阶线性微分方程． 

一、二阶线性微分方程解的结构 

定理  7.3.1（齐次线性方程解的结构） 如果函数  1 ( ) y x  与  2 ( ) y x  是方程（7.3.2）的两个解， 

那么 
1 1 2 2 ( ) ( ) y C y x C y x = + （7.3.3） 

也是方程（7.3.2）的解，其中  1 2 C C 、 是任意常数.  如果函数  1 ( ) y x  与  2 ( ) y x  之比不为常数（即 

1 

2 

y 
k k 

y 
≠ ， 为常数） ，则 

1 1 2 2 ( ) ( ) y C y x C y x = + （  1 2 C C 、 是任意常数） 

是方程（7.3.2）的通解．
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证明只需要将式（7.3.3）代入方程（7.3.2）验证即可.（不难推广到 n阶齐次线性方程） 

定理 7.3.2（非齐次线性方程解的结构） 设  * ( ) y x  是二阶非齐次线性方程（7.3.1）的一个特解， 
( ) Y x  是该方程所对应的齐次线性方程（7.3.2）的通解，则 

* ( ) ( ) y Y x y x = + （7.3.4） 

是二阶非齐次线性方程（7.3.1）的一个通解．证明略． 

定理 7.3.3  设二阶非齐次线性方程（7.3.1）的右边是两个函数之和，如 
1 2 ( ) ( ) ( ) ( ) y P x y Q x y f x f x ′′ ′ + + = + （7.3.5） 

而  1 ( ) y x ∗ 与  2 ( ) y x ∗ 分别是 

1 ( ) ( ) ( ) y P x y Q x y f x ′′ ′ + + = 

与 
2 ( ) ( ) ( ) y P x y Q x y f x ′′ ′ + + = 

的特解，则  1 2 ( ) ( ) y x y x ∗ ∗ + 是方程（7.3.5）的特解.（叠加原理） 

二、二阶常系数齐次线性微分方程 

定义 7.3.2  设 p q 、 为常数，形如 
( ) y py qy f x ′′ ′ + + = （7.3.6） 

的方程称为二阶常系数线性微分方程．如果  ( ) 0 f x = ，方程 
0 y py qy ′′ ′ + + = （7.3.7） 

称为二阶常系数齐次线性微分方程．如果  ( ) 0 f x ≠ ，方程（7.3.6）称为二阶常系数非齐次线性微分 

方程．

由齐次线性微分方程解的结构知道，求齐次线性微分方程（7.3.7）的解，只需要求出它的两个 

其比不为常数的解即可． 

由指数函数 e x 的导数特征，联系方程（7.3.7） ，其应有  e rx y = 形式的解，其中 r 为待定常 

数．将  e rx y = ，  e rx y r ′ = ，  2 e rx y r ′′ = 代入方程（7.3.7） ，得 
2 e ( ) 0 rx  r pr q + + = 

因为 e 0 rx ≠ ，所以 
2  0 r pr q + + = （7.3.8） 

即当 r是一元二次方程（7.3.8）的根时，  e rx y = 就是齐次线性微分方程（7.3.7）的解． 

方程  2  0 r pr q + + = 称为齐次线性微分方程  0 y py qy ′′ ′ + + = 的特征方程，特征方程的根称为特 

征根．下面就特征方程（7.3.8）的特征根的不同情形讨论其对应的齐次方程的通解． 

（1）当特征方程（7.3.8）有两个不同的实根  1 r 和  2 r  时，则方程（7.3.7）有两个线性无关的解 
1 

1  e r x y = ，  2 
2  e r x y =  . 此时方程（7.3.7）有通解 

1  2 
1 2 e e 

r x  r x y C C = +



应用高等数学教程（专业拓展篇） 

12 

（2） 当特征方程 （7.3.8） 有两个相同的实根 r时， 即  1 2 r r r = = ， 方程 （7.3.7） 有一个解  1  e rx y = ， 

这时直接验证可知  2  e x y x = 是方程（7.3.7）的另一个解，且  1 y  与  2 y  线性无关，所以此时有通解 

1 2 1 2 e e ( ) e rx rx rx y C C x C C x = + = + 

（3）当特征方程（7.3.8）有一对共轭复根  i r α β = ± （其中α β 、 均为实常数且  0 β ≠ ）时， 

方程（7.3.7）有两个线性无关的解  ( i ) ( i ) 
1 2 e e x x y y α β α β + − = = 和 ． 

因此方程（7.3.7）的通解为 
i i i i e e e ( e e ) x x x x x x x y A B A B α β α β α β β + − − = + = + 

利用欧拉公式  i e cos i sin θ θ θ = + ，还可以得到实数形式的解 

1 2 e ( cos sin ) x y C x C x α β β = + 

其中  1 2  i ( ) C A B C A B = + = − ， ．一般情况下，如无特别声明，要求写出实数形式的解． 

综上所述，求二阶常系数齐次线性微分方程的通解的步骤如下： 

第一步 写出微分方程的特征方程  2  0 r pr q + + = ． 

第二步 求出特征根． 

第三步 根据特征根的情况按表 7.3.1写出对应微分方程的通解． 

表 7.3.1 

特征方程的根 通解形式 

两个不等实根  1 2 r r ≠  2 1 
1 2 e e r x r x y C C = + 

两个相等实根  1 2 r r r = = 
1 2 ( ) e rx y C C x = + 

一对共轭复根  i r α β = ± 
1 2 e ( cos sin ) x y C x C x α β β = + 

例 7.3.1  求方程  5 6 0 y y y ′′ ′ − − = 的通解． 

解 方程  5 6 0 y y y ′′ ′ − − = 的特征方程为 
2  5 6 0 r r − − = 

其特征根为  1 2 6 1 r r = = − ， ，且互异，所以方程的通解为 
6 

1 2 e e x x y C C − = + ． 

例 7.3.2  求方程  2 0 y y y ′′ ′ + + = 的通解． 

解 方程  2 0 y y y ′′ ′ + + = 的特征方程为 
2  2 1 0 r r + + = 

其特征根为  1 2  1 r r r = = = − ，二重特征根，所以方程的通解为 

1 2 ( ) e  x y C C x − = + 

例 7.3.3  求方程  4 5 0 y y y ′′ ′ + + = 的通解．
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解 方程  4 5 0 y y y ′′ ′ + + = 的特征方程为 
2  4 5 0 r r + + = 

其特征根为  1 2 2 i 2 i r r = − + = − − ， ，共轭复根，所以方程的通解为 
2 

1 2 e ( cos sin ) x y C x C x − = + 

三、二阶常系数非齐次线性微分方程 

由定理  7.3.2，要求非齐次线性方程（7.3.6）的通解，先求出其对应的齐次方程（7.3.7）的通 

解 Y，再求出非齐次方程（7.3.6）的一个特解 y ∗ ，即可以得到非齐次方程的通解 y Y y ∗ = + ． 

1．  ( ) ( )e  x n f x P x λ = 的情形 

在此情形中，λ 是常数，  ( ) n P x  是 x的一个 n次多项式，即 
1 

0 1 1 ( )  n n 
n n n P x a x a x a x a − 

− = + + + + L 

这时，非齐次方程为 
( ) e  x n y py qy P x λ ′′ ′ + + = （7.3.9） 

由于方程（7.3.9）的右边是一个 n次多项式与指数函数的乘积，根据其特征，不妨设方程的一 

个特解为 
( ) e  x m y Q x λ ∗ = 

则  ( ) e ( ) e x x 
m m y Q x Q x λ λ λ ∗ ′ ′ = + 

2 ( )e 2 ( ) e ( ) e x x x 
m m m y Q x Q x Q x λ λ λ λ λ ∗ ′′ ′′ ′ = + + 

将  y y ∗ ∗ ′ 、 和 y ∗ ′′ 代入方程（7.3.9） ，整理得 
2 ( ) (2 ) ( ) ( ) ( ) ( ) m m m n Q x p Q x p q Q x P x λ λ λ ′′ ′ + + + + + = 

（1）如果λ 不是对应齐次方程（7.3.7）的特征根，即  2  0 r pr q + + ≠ ，此时，  ( ) m Q x 是一个与 
( ) n P x 同次的多项式，即 n次多项式． 

（2）如果λ 是对应齐次方程（7.3.7）的特征单根，即  2  0 p q λ λ + + = ，而 2 0 q λ + ≠ ，此时， 
' ( ) m Q x  是一个 n次多项式，则  ( ) m Q x 是一个  1 n + 次多项式． 

（3） 如果λ 是对应齐次方程 （7.3.7） 的特征重根， 即  2  0 r pr q + + = 且 2 0 p λ + = ， 此时，  ( ) m Q x ′′ 

是一个 n次多项式，则  ( ) m Q x 是一个  2 n + 次多项式． 

综上所述，有如下结论： 

二阶常系数非齐次线性方程  ( ) e  x n y py qy P x λ ′′ ′ + + = 具有形如 

( )e k x 
n y x Q x λ ∗ = 

的特解，其中  ( ) n Q x  与  ( ) n P x 都是 n次多项式， k 的取值为
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不是特征根 

是特征单根 

是特征重根 

例 7.3.4  求方程  2 9 6 7e  x y y y ′′ ′ + + = 的一个特解． 

解 原方程对应的齐次方程为9 6 1 0 y y ′′ ′ + + = ，它的特征方程为 
2 9 6 1 0 r r + + = 

其特征根为  1 2 
1 
3 

r r = = − ，因为  2 λ = 不是特征根，故设特解为 

2 e  x y A ∗ = 

将 y y y ∗ ∗ ∗ ′ ′′ 、 、 代入原方程，得 49 7 A = 解得  1 
7 

A = ，故原方程的一个特解为 

2 1 
e 

7 
x y ∗ = 

例 7.3.5  求方程  2 3 1 y y x ′′ ′ − = + 的通解． 

解 原方程对应的齐次方程为  2 0 y y ′′ ′ − = ，其特征方程为 
2  2 0 r r − = 

其特征根为  1 2 0 2 r r = = ， ，原方成对应的齐次方程的通解为 
2 

1 2 e 
x Y C C = + 

因为  0 λ = 是特征单根，设特解为 
( ) y x Ax B ∗ = + 

则 

2 

2 

y Ax B 

y A 

∗ 

∗ 

′ = + 

′′ = 

将 y y y ∗ ∗ ∗ ′′ ′ 、 、 代入原方程，得 
4 (2 2 ) 3 1 Ax A B x − + − = + 

即 
4 3 
2 2 1 
A
A B 

− =  
 − =  

解得  3 
4 

A = − ，  5 
4 

B = − ，故原方程的特解为 

2 3 5 3 5 
4 4 4 4 

y x x x x ∗   = − − = − −   
  

因此原方程的通解为 
2 2 

1 2 
3 5 

e 
4 4 

x y Y y C C x x ∗ = + = + − − 

0 
1 
2 

k 
λ 
λ 
λ 

 
 =  
 
 

，

， 

，
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2．  ( ) e [ ( ) cos ( ) sin ] x 
j k f x P x x P x x λ β β = + 的情形 

在此情形中，  ( ) ( ) j k P x P x 、 分别是 x的  j 次和 k 次多项式， λ 、 β 为常数．这时，非齐次方 

程为 
e [ ( ) cos ( )sin ] x 

j k y py qy P x x P x x λ β β ′′ ′ + + = + （7.3.10） 

容易知道，它有形如 
e [ ( ) cos ( )sin ] k x 

m m y x Q x x R x x λ β β ∗ = + （7.3.11） 

的特解，其中  ( ) m Q x 、  ( ) m R x  是 m次多项式，  max{ , } m j k = ．而 

不是特征根 

是特征单根 

例 7.3.6  设置下列方程的特解的形式． 

（1）  cos2 y y x x ′′ + = ． 

（2）  2 5 e sin 2 x y y y x ′′ ′ − + = ． 

（2）  3 6 9 ( 1) e sin x y y y x x ′′ ′ − + = + ． 

解 （ 1）因为特征方程为  2  1 0 i 2i r λ β + = + = ， 不是特征根，所以取  0 k = ，而 
max{1,0} 1 m = = ，故应设特解为 

0 1 0 1 ( ) cos 2 ( ) sin 2 y a x a x b x b x ∗ = + + + 

（ 2）因为特征方程为  2  2 5 0 i 1 2i r r λ β − + = + = + ， 是特征单根，所以取  1 k = ，而 
max{0,0} 0 m = = ，故应设特解为 

e ( cos 2 sin 2 ) x y x a x b x ∗ = + 

（ 3）因为特征方程为  2  6 9 0 i 3 i r r λ β − + = + = + ， 不是特征根，所以取  0 k = ，而 
max{1, 0} 1 m = = ，故应设特解为 

3 
0 1 0 1 e [( ) cos ( )sin ] x y a x a x b x b x ∗ = + + + 

例 7.3.7  求方程  3 2 e cos x y y y x x − ′′ ′ + + = + 的通解． 

解 先求对应齐次方程的通解 Y，由于特征方程  2  3 2 0 r r + + = 的特征根为  1 2 1 2 r r = − = − ， ， 

所以 
2 

1 2 e e x x Y C C − − = + 

可以求出  3 2 e cos x y y y x − ′′ ′ + + = 的一个特解 

1 
1 
e (sin cos ) 

2 
x y x x ∗ − = − 

以及  3 2 y y y x ′′ ′ + + = 的一个特解 

2 
3 

2 4 
x y ∗ = − 

因此，由本节定理 7.3.3（叠加原理）知  1 2 y y y ∗ ∗ ∗ = + 为原方程的一个特解，故原方程的通解为 

0 
1 

i 
k 

i 
λ β 
λ β 

+  
=  +  

，

，
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2 
1 2 

1 3 
e e (sin cos ) 

2 2 4 
x x x 

y Y y 
x C C e x x 

∗ 

− − − 

= + 

= + + − + − 

思考题：  1 
1 2 e   e x x y y + = = 、 都是方程  0 y y ′′ − = 的解，  1 

1 2 e e x x y C C + = + 是方程  0 y y ′′ − = 的通解 

吗？为什么？ 

习题 7.3 

（齐次线性微分方程部分） 

一、选择题 

1．下列函数中是方程  0 y y ′′ ′ + = 的通解的是（ ）． 

A．  1 2 sin cos y C x C x = +  B．  e  x y C − = 

C．  1 y C =  D．  1 2 e 
x y C C − = + 

2．下列函数中是方程  0 y y ′′ + = 的通解的是（ ）． 

A．  1 2 cos sin y C x C x = +  B．  1 2 e e x x y C C − = + 

C．  1 2 ( )e  x y C C x − = +  D．  1 2 ( )e x y C C x = + 
3．下列函数中是方程 2 0 y y y ′′ ′ + − = 的通解的是（ ）． 

A．  2 
1 2 e e x x y C C − = +  B．  2 

1 2 e e 
x 

x y C C − = + 

C．  2 
1 2 e e 

x 
x y C C 

− 

= +  D．  2 
1 2 e e x x y C C − = + 

4．函数  2 2 
1 e 

x C y C + = （其中  1 2 C C 、 是任意常数）是微分方程  2 0 y y y ′′ ′ − − = 的（ ）． 

A．通解  B．特解 
C．不是解  D．是解，但不是通解，也不是特解 

二、计算题 

1．求下列微分方程的通解： 

（1）  3 0 y y ′′ ′ − = （2）  2 0 y y y ′′ ′ − + = 

（3） 4 8 5 0 y y y ′′ ′ − + = 

2．求下列微分方程的特解： 

（1）  12 0 y y y ′′ ′ − − = ，  0 0 0   3 x x y y 
= = 

′ = = ， 

（2）  4 13 0 y y y ′′ ′ − + = ，  0 0 0   3 x x y y 
= = 

′ = = ， 

3．求下列微分方程的通解： 

（1）  (5) (4) (3) 2 0 y y y + + =
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（2）  (4)  2 0 y y y ′′ + + = 

（非齐次线性微分方程部分） 

一、选择题 

1．微分方程  2 5   6 e  x y y y x ′′ ′ − + = 的特解形式是（ ）． 

A．  2 e ( ) x a bx c + +  B．  2 ( )e  x ax b + 

C．  2 2 ( )e  x x ax b +  D．  2 ( )e  x x ax b + 

2．  e 1 x y y ′′ − = + （ a b 、 为常数）的特解形式是（ ）． 

A．  e x a b +  B．  e x ax bx + 
C．  e x a bx +  D．  e x ax b + 

3．  2 10 e cos3 x y y y x ′′ ′ − + = 的特解形式为（ ）． 

A． e ( cos3 sin 3 ) x  a x b x +  B． e ( cos3 sin 3 ) x  a x bx x + 

C． e ( cos3 sin 3 ) x  ax x bx x +  D． e ( cos3 sin 3 ) x  ax x b x + 
4．微分方程  cos y y x ′′ + = 的一个特解应具有的形式为（ a b c 、 、 为常数） （ ） ． 

A．  ( cos sin ) x a x b x +  B． ( cos sin ) a x b x + 

C．  cos a x  D．  sin b x 

二、填空题 

1．微分方程  2 7 ( 1) y y x ′′ ′ − = − 的待定系数法确定的特解形式（系数的值不必求出）是________． 
2．微分方程  cos (1 2sin ) y y x x ′′ ′ + = + 的待定系数法确定的特解形式（系数的值不必求出）是 

________． 

三、计算题 

1．下列微分方程的通解： 

（1）  2 2 1 y y y x ′′ ′ + − = + 

（2）  2 1 y y x ′′ ′ + = + 

（3）  2 1 y y x ′′ + = + 

（4）  2 e x y y y x ′′ ′ + − = 

（5）  2 e  x y y y x − ′′ ′ + − = 

（6）  2 e x y y y x ′′ ′ − + = 

2．求下列微分方程的通解： 

（1）  sin y y x ′′ + = 

（2）  2 5 e sin x y y y x ′′ ′ − + =
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§7.4  微分方程的应用 

在数学、力学、物理、化学等自然科学中有许多经过实践或实验检验的规律或定律，如牛顿冷 

却定理、牛顿运动定律、物质放射性的规律、电路问题中的基尔霍夫（Kirchhoff）第二定律、曲线 

的切线性质等，它们都涉及到某些函数的变化率，由此所列出的关系式自然就是包含自变量、未知 

函数及其导数的微分方程．下面仅举一些例题具体阐述微分方程的应用． 

一、几何问题 

例 7.4.1  求一曲线，使得它的切线包含在 x轴与 y 轴之间的一段线段长度等于常数  0 a > ． 

解 设所求曲线方程为  ( ) y f x = ，过 ( , ) x y  点的切线方程为 
( ) Y y y X x ′ − = − 

当  0 X = 时，Y y xy′ = − ；当  0 Y = 时，  ( ) y xy y y xy X x 
y y y 

′ ′ − − − 
= − = = 

′ ′ ′ 
，依题意 

2 
2 2 2 ( )  y X Y y xy x 

y 
  ′ + = − + −   ′   

2 
2 

2 

( ) 
( )  y xy y xy 

y 
′ − ′ = − + 

′ 
2 1 

( ) 
y 

y xy a 
y 

′ + 
′ = − = 

′ 

即 
2 1 

ay y xy 
y 

′ 
′ = + 

′ + 
. 令  y p ′ = ，代入得 

2 1 

ap y xp 
p 

= + 
+ 

① 

而  3 
2  2 

d d 
d d 

(1 ) 

p a p y p x 
x x 

p 

′ = + + ⋅ 
+ 

，即 

3 
2  2 

d d 
d d 

(1 ) 

p a p p p x 
x x 

p 
= + + ⋅ 

+ 

化简  3 
2  2 

d d 
d d 

(1 ) 

a p p x 
x x 

p 
⋅ = − 

+ 
，即 

3 
2  2 

d  0 
d 

(1 ) 

p a x 
x 

p 

  
  + =   
  +  
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（1）若 d  0 
d 
p 
x 

= ， p c = ，则有 

2 1 

ac y cx 
c 

= + 
+ 

（2）若  3 
2  2 

0 
(1 ) 

a x 
p 

+ = 
+ 

，则有 

3 
2  2 (1 ) 

a x 
p 

− 
= 

+ 
② 

②代入①得  3 2 
2  2 1  (1 ) 

ap ap y 
p  p 

= − 
+ + 

2 

3 
2  2 

3 

3 
2  2 

(1 ) 

(1 ) 

(1 ) 

ap p ap 

p 
ap 

p 

+ − 
= 

+ 

= 
+ 

即 

2 
2  2 3 
3 

2 

2 
2  3 
3 

2 

(1 ) 

(1 ) 

a p y 
p 

a x 
p 

 
 =  +  
 
 
 = 
 +  

即曲线方程为 
2 2 2 
3 3 3 x y a + = ． 

例  7.4.2  设  (0, 2) A  和  (2,0) B  在线段 AB上，有连接 A B 、 两点的一条曲线弧 » AB（如图  7.4.1 

所示），在曲线弧 » AB上任取一点  ( , ) P x y  ，弦 AP与弧 » AP所围成的面积（阴影部分）等于  3 2 
3 
x  ，求 

此曲线弧 » AB的方程． 

解 设所求曲线方程为  ( ) y f x = ，由条件可得阴影面积为 

3 

0 

( ( ) 2) 2 
( )d 

2 3 
x  f x f t t x x + 

− = ∫ 
对上式两边求导，得 

2 2 ( ) ( ( ) 2) ( ) 4 f x f x xf x x ′ − + − = 

化简得 
2 1 4 2 ( ) ( )  x f x f x 

x x 
+ ′ − = − ．这是一个一阶非齐次线性微分方程，先求对应齐次方程通解：
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1 
( ) ( ) 0 f x f x 

x 
′ − = 

即 d 1 
0 

d 
y  y 
x x 

− = ，分离变量得 d 1 
d y  x 

y x 
= ，即  . y Cx = 

令  ( ) y C x x = ，则  ( ) ( ) y C x x C x ′ ′ = + ，代入原方程有 
2 4 2 ( )  x xC x 
x 
+ ′ = − 

故  2 
( ) 4 C x x C 

x 
= − + + ，所以有  2 4 2 y x Cx = − + + ． 

由题目可得，  (2) 0 f = ，代入通解得  16 2 2 0 C − + + = ，所以  7 C = ． 

所以所求曲线弧的方程为  2 ( ) 4 7 2 f x x x = − + + ． 

图 7.4.1 

二、冷却问题 

例 7.4.3  把一个加热到 50℃的物体放到 20℃的恒温环境中冷却，求物体温度的变化规律． 

解 根据牛顿冷却定律：温度为 u的物体，在温度为  0 u  的周围环境中冷却的速率与温差  0 u u − 

成正比． 

在冷却过程中，设物体在时刻  t 的温度为  ( ) u u t = ，物体冷却的速率就是其温度对时间的变化 

率 d 
d 
u 
t 
．于是由冷却定律可得 

d 
( 20) 

d 
u  k u 
t 

= − − ① 

这里  0 k > 为比例常数， 上式右边出现负号， 是因为随时间 t的增加， 温度 u在减少， 即当  0 u > 

时， d  0 
d 
u 
t 

< ． 

此外，  ( ) u u t = 应满足初始条件 
(0) 50 u = ② 

解由①和②构成的初值问题，得所求温度的变化规律  20 30e  kt u − = + ．
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可见，物体的冷却是按指数规律变化的（如图 7.4.2所示） ．当 t增加时，温度开始时下降较快， 

以后逐渐变慢而最终趋于环境温度． 

图 7.4.2 

三、力学问题 

例 7.4.4  设将一物体以初速度 1960cm/s作竖直上抛运动，不计空气阻力，求： 

（1）物体达到的最大高度． 

（2）物体回到出发点所需的全部时间． 

解 如图 7.4.3所示力的方向，由牛顿第二定律， 

可得 
2 

2 
d 
d 
x m mg 
t 

= − ，即 
2 

2 
d 
d 
x  g 
t 

= − ， 

则有  1 
d 
d 
x  gt C 
t 

= − + ． 

代入初始条件  d 
0    1960 

d 
x t 
t 

= = ， ， 

d 
1960 

d 
x  gt 
t 

= − + 

即 
2 

2 1960 
2 
gt x t C 

− 
= + + ，再由初始条件  0 0 t x = = ， ，得  2  0 C = ． 

即  2 490 1960 x t t = − + ． 

（1）当 d  0 
d 
x 
t 

= ，  980 1960 0 t − + = ，解得 

2 t = ，  490 4 1960 2 1960cm x = − × + × = 
（2）当  0 x = ，  ( 490 1960) 0 t t − + = ，解得  1  0 t = （舍），  2  4 t = ． 

所以物体回到出发点所需的全部时间为 4s． 

例 7.4.5  在某介质中一个 196kg重的物质，在  0 t = 时由静止开始下落，介质阻力的大小等于 

瞬时速度的 19.6倍，求： 

（1）在 t时刻的速度和所经过的距离． 

图 7.4.3
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（2）物体的极限速度？ 

解 设所求速度  ( ) v v t = ，由牛顿第二定律知：净力=重量阻力． 

由题意得  d 
196 196 9.8 19.6 

d 
v  v 
t 

= × − 

即  d 
9.8 

d 10 
v v 
t 

= − 

解得 
1 1 d d 
10 10 e 9.8e d 

t t 
v t c 

−   ∫ ∫ = +   
  
∫ 

10 10 

10 10 

e 9.8e d 

e 98e 

t t 

t t 

t c 

c 

− 

− 

  
= +   

  
  

= +   
  

∫ 

（1）当  0 t = 时，  0 98 v C = = − ， ， 

10 10 (98 98e ) 98(1 e ) 
t t 

v 
− − 

= − = − ，  10 
1 98( 10e ) 

t 

x t C 
− 

= + + 

当  0 t = 时，  1 0 10 x C = = − ， ，  10 98( 10e 10) 
t 

x t 
− 

= + − ． 

（2） lim 98 
t 

v 
→∞ 

=  m/s 

例  7.4.6  一质量为m的船以速度  0 v 行驶，在  0 t = 时动力被关闭，假定水的阻力正比于  2 v  ， 

求速度 v与经过距离的函数关系． 

解 设时间 t 与经过距离的函数关系为  ( ) x x t = ，净力  2 0  kv = − ． 

由牛顿第二定律得 
2 

2 
2 

d 
d 
x m kv 
t 

= − ，即 

2 

2 
d d d d d 

d d d d d 
x v v x v v 

t x t x t 
= = = ， 

代入有  2 d 
d 
v mv kv 
x 

= − ，即  d  d 
d 
v k  x 
x m 

= − ，解得  1 ln  k v x C 
m 

= − + ． 

初始条件当  0 t = 时，  0  0 v v x = = ， ，故  1 0 ln C v = ．所以速度与经过距离的函数关系为 

0 ln 

0 e e 
k k x v x 
m m v v 

− + − 
= = 

例 7.4.7  一长度为 a的均匀链条放置在一水平而无摩擦力的桌面上，链条在桌边悬挂下来的 

长度为b ，如图 7.4.4所示，问链条全部滑离桌面需要多长的时间？ 

解 物体所受的净力=质量×力速度． 

设链条轨迹方程为  ( ) x x t = ，设链条的线密度为 ρ ，
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图 7.4.4 

由牛顿第二定律得 
2 

2 
d  ( ) 
d 
x a x g 
t 

ρ ρ = ， 

而 
2 

2 
d d d d d 

d d d d d 
x v v x v v 

t x t x t 
= = = ， 

代入化简  d 
d 
v av gx 
x 

= ， 

即  d d g v v x x 
a 

= ， 

解 
2 

2 

2 2 
v g  x C 

a 
= + ． 

初始条件  0 v x b = = ， ，则有  2 

2 
g C b 
a 

= − ，所以 
2 

2 2 

2 2 2 
v g g x b 

a a 
= − ． 

化简得  2 2 g v x b 
a 

= − ，所以  2 2 d 
d 
x g  x b 
t a 

= − ，即 
2 2 

d  d x g  t 
a x b 

= 
− 

． 

初始条件  0 t x b = = ， ，代入有 
2 2 

ln  x x b g t 
b a 

  + − 
  = 
  
  

当 x a = 时， 
2 2 

ln a a a b T 
g b 

  + − 
  = 
  
  

，所以链条全部滑离桌面需要的时间为 

2 2 

ln a a a b T 
g b 

  + − 
  = 
  
  

四、RL电路 

设有简单的串联电路如图 7.4.5所示，包含： 

x 

x
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图 7.4.5 

（1） E 伏特的电动势 

（2） R 欧姆的电阻器 

（3） L亨利电感器 

（4）C 法拉的电容器 

电流 I （安培）就是电容器上电量Q（库伦）的变化率，即  d 
d 
Q I 
t 

= ；电阻两端的电压降  IR = ； 

电感两端的电压降  d 
d 
I L 
t 

= ；电容两端的电压降  Q 
C 

= ． 

基尔霍夫定律的内容为： 

（1）在任一节点处电流的代数和为 0； 

（2）沿任一闭合电路的电压降的代数和为 0． 

例 7.4.8  由一个  5 R = 欧姆和一个  0.02 C = 法拉的电容器，连同一个  100 E = 伏特的电源串联 

构成的电路（如图 7.4.6所示） ，若在  0 t = 时电容器上的电量Q是 5库伦，求  0 t > 时的电量Q和电 

流 I ． 

图 7.4.6 

解 由基尔霍夫第二定律知  0 Q IR E 
C 

+ − = ，即 

d 
5 50 100 
d 
Q  Q 
t 

+ = 

由题意可得
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0 

d  10 20 
d 
| 5 t 

Q  Q 
t

Q = 

 + =  
 
 =  

解方程①可得  10 10 e 2e t t Q C −   = +   ， 

将②式代入上式可得  3 C = ， 

所以电量  10 2 3e  t Q − = + ，电流  10 30e  t I − = − ． 

有时可以用微积分的微元法通过寻求一些微元之间的关系来建立微分方程式．在建立这些关 

系式时也要用到某些已知规律或定律， 与前述方法的不同之处在于这里是对这些微元来应用规律 

或定律的． 

五、溶液的混合问题 

例 7.4.9  一容器内装有 100 公升的盐水，含 10 公斤盐，容器的一端以 3 公升/分的速度往容 

器内注入水，容器的另外一端以 2公升/分的速度往容器外流出，问经过 60分钟后容器内还剩下多 

少盐？

解 设经过 t时间后，容器内剩下含盐量为  ( ) x x t = ，此时容积为 

100 3 2 100 v t t t = + − = + 

容器内盐的浓度为  ( ) 
100 t 
x t 

t 
ρ = 

+ 
， 

又经过dt 时间，容器内盐量减少dx，由 B管流出盐量为 2 d t  t ρ ⋅ ，即 
d 2 d t x t ρ = − ⋅ 

将  ( ) 
100 t 
x t 

t 
ρ = 

+ 
代入上式，有 

2 
d d 

100 
x x t 
t 

− 
= 

+ 
① 

由题意知，当  0 t = 时，含盐量  10 x = ，即 

0  10 t x = = ② 

解①式有  2 (100 ) x c t − = + 

将②式带入  2 (100 ) x c t − = + ，解得  5 10 c = ，所以 
5 

2 

10 
(100 ) 

x 
t 

= 
+ 

． 

因此当  60 t = 时，容器内还剩下 
5 

2 

10 
3.9 

(160) 
x = ≈ 公斤的盐． 

本章小结 

1．微分方程的定义（阶、解、通解、初始条件、特解） 

①

②
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2．可分离变量的微分方程的概念：形如  ( ) ( ) y f x g y ′ = 形式的 

3．可分离变量的微分方程的解法： 
d 

( ) ( ) 
d 
y  f x g y 
x 

= 
1 

d ( )d 
( ) 

y f x x 
g y 

⇒ = 

1 
d ( )d 

( ) 
y f x x 

g y 
⇒ = ∫ ∫ 

两边同时积分 

4．齐次微分方程的概念：形如  y y f 
x 

  ′ =   
  

形式的 

5．齐次微分方程的解法： 

令 ( ) d d d 
d d d 

y y u u u u x x f u u 
x x x x 

= = + = − ， ， 

d 1 
d 

( ) 
u  x 

f u u x 
⇒ = 

− 
（分离变量） 

d 1 
d 

( ) 
u  x 

f u u x 
⇒ = 

− ∫ ∫ （两边积分） 

( ) ln ln y G u x C G x C 
x 

  ⇒ = + ⇒ = +   
  

6．一阶线性微分方程的概念：形如  ( ) ( ) y P x y Q x ′ + = 形式的 
7．一阶线性微分方程  ( ) ( ) y P x y Q x ′ + = 的解法： 

公式法：（在使用公式法时，必须是标准的一阶线性微分方程  ( ) ( ) y P x y Q x ′ + = ） 

一阶线性非齐次微分方程的通解为：  ( )d ( )d 
e ( )e d P x x P x x y Q x x C 

−   ∫ ∫ = +   
  ∫ 

8．二阶线性常系数齐次微分方程  0 y py qy ′′ ′ + + = 的求解步骤： 

（1）写出其相应的特征方程：  2  0 r pr q + + = ． 

（2）求出特征方程的特征根． 

（3）根据根的不同情形，按照下列表格写出微分方程的通解． 

特征方程  2  0 r pr q + + = 的两个根  1 2 r r 、 微分方程  0 y py qy ′′ ′ + + = 的通解 

两个不相等的根  1 2 r r ≠  1 2 
1 2 e e r x r x y C C = + 

两个相等的根  1 2 r r =  1 
1 2 ( )e r x y C C x = + 

一对共轭虚根  1,2  i r α β = ±  1 2 e ( cos sin ) x y C x C x α β β = + 

9．二阶线性非齐次微分方程  ( ) y py qy f x ′′ ′ + + = 的通解的求法： 

（1）求出相应的齐次微分方程  0 y py qy ′′ ′ + + = 的通解． 

（2）按照下列表格写出非齐次微分方程的特解形式． 

分离变量
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( ) ( )e  x m f x P x λ = [ ] ( ) e ( )cos ( )sin x 
l n f x P x x P x x λ ω ω = + 

λ 不是特征方程的根 
*  ( )e  x m y Q x λ = 

i λ ω ± 不是特征方程的根，则 
*  e ( )cos ( )sin x 

m m y Q x x Q x x λ ω ω   = +   
% 

λ 是特征方程的单根 
*  ( )e  x m y xQ x λ = 

i λ ω ± 是特征方程的根，则 
*  e ( )cos ( )sin x 

m m y x Q x x Q x x λ ω ω   = +   
% 

λ 是特征方程的重根 
* 2  ( )e  x m y x Q x λ = 

（3）将所设的非齐次微分方程的特解形式代入  ( ) y py qy f x ′′ ′ + + = 中，求出待定系数，进而求 

出非齐次微分方程  ( ) y py qy f x ′′ ′ + + = 的特解  * y ． 

（4）其通解为：  * ( ) y Y x y = + （注：  ( ) Y x 为相应的齐次方程的通解）． 

数学家简介——伯努利 

伯努利（Daniel Bernoulli，1700－1782） ，瑞士物理学家、数学家、医学 

家． 1700年2月8日生于荷兰格罗宁根， 著名的伯努利家族中最杰出的一位． 他 

是数学家  J.伯努利的次子，和他的父辈一样，违背家长要他经商的愿望，坚 

持学医，他曾在海得尔贝格、斯脱思堡和巴塞尔等大学学习哲学、伦理学、 

医学．1721 年取得医学硕士学位．伯努利在 25 岁时（1725 年）就应聘为圣 

彼得堡科学院的数学院士．8 年后回到瑞士的巴塞尔，先任解剖学教授，后 

任动力学教授，1750 年成为物理学教授．在 1725～1749 年间，伯努利曾十 

次荣获法国科学院的年度奖．1782年 3月 17日，伯努利在瑞士巴塞尔逝世，终年 82岁．


