
第 1章 变量与函数

一种科学只有在成功地运用数学时，才算达到了真正完善的地步 .
 ——马克思

【课前导学】
党的二十大报告提出，要实施科教兴国战略，强化现代化建设人才支撑．“宇宙之

大，粒子之微，火箭之速，化工之巧，地球之变，生物之谜，日用之繁，无处不用数

学”，数学是重大技术创新发展的基础，已成为航空航天、国防安全、生物医药、信息、

能源、海洋、人工智能、先进制造等领域不可或缺的重要支撑．本课程将为我们展示数

学作为工具，如何应用于解决大量实际问题．

人们在大自然中观察到的一切现象，都是物质运动不同形式的表现，而物质的变化总

是受相应量的变化所制约的，只有通过研究事物量的变化，才能认识质的变化．而数学的

一项重要任务就是找出反映各种实际问题中量的变化规律，即其中所蕴含的变量之间的函

数关系．函数是数学中最基本的概念之一，是变量之间的最基本的一种依存关系．本章将

学习函数的概念、特性以及基本初等函数、复合函数和初等函数的概念及其图形等．

【知识脉络】
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1.1  区间、邻域

 任务提出

随着科学技术的发展，列车运行速度不断提高，运行时速达 200 千米以上的旅客列车

称为新时速旅客列车．在北京与天津间运行时速达 350千米的京津城际列车呈现出超越世界

的“中国速度”，使新时速旅客列车的运行速度值界定在 200 千米 / 小时与 350 千米 / 小时 
之间．请用数学语言表示新时速旅客列车运行速度的范围．

解决问题知识要点：用区间表示变量取值范围．

 学习目标

理解区间的概念，掌握用区间表示集合的方法．

 知识学习

1.1.1 区间的概念

1. 有限区间

一个变量能取得的全部数值的集合，称为这个变量的变化范围，变化范围通常以区

间的形式呈现．

设a，b是两个实数，且a b< ，则

（1）满足不等式a x b< < 的一切实数x的集合叫作开区间，记作( , )a b ；

（2）满足不等式a x b≤ ≤ 的一切实数x的集合叫作闭区间，记作[ , ]a b ；

（3）满足不等式a x b< ≤ 或a x b≤ < 的一切实数x的集合叫作半开半闭区间，记作( , ]a b

或[ , )a b ．

以上区间称为有限区间，a，b为区间端点，有限区间右端点与左端点之差b a− 称为

区间长．这些区间在数轴上的表示，如图 1-1 所示．

a b x

(a,b)
   

a b x

a,b

a b x

a,b
   

a b x

a,b

图 1-1

2. 无限区间

一切实数R可记为( , )−∞ + ∞ ，记号+∞（读作正无穷大）及−∞（读作负无穷大），
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与

[ , )a + ∞ ，( , )a + ∞ ，( , ]−∞ b ，( , )−∞ b 分别表示满足x a≥ ，x a> ，x b≤ ，x b< 的实数x的集

合．如图 1-2 所示．

a b x

a, )
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(a, )

b x

( ,b
   

b x

( ,b)

图 1-2

1.1.2 邻域的概念

设a与δ为两个实数，且δ > 0，则数集{ x x a| |− < δ } 称为点a的δ邻域，记作U a( , )δ ，

即

U a x a x a( , )δ δ δ= − < < +{ }
其中a称作U a( , )δ 的中心，δ称作U a( , )δ 的半径．

由于| |x a− < δ等价于− < − <δ δx a ，即a x a− < < +δ δ，因此，U a( , )δ 也就是开区间

( , )a a− +δ δ ，此区间以点a为中心，长度为2δ，如图 1-3（a）所示．

有些问题的研究需去掉邻域中心，点a的δ邻域去掉中心a后称为点a的去心邻域，记

作U a0 ( , )δ ，即U a x x a0 ( , ) 0 | |δ δ= < − <{ }．
为了方便，将开区间( , )a a− δ 称为点a的左邻域，开区间( , )a a + δ 称为点a的右邻域，

如图 1-3（b）所示．

x

U(a,δ)

a δ a a δ
   

x

U 0(a,δ)

a δ a a δ
         （a）          (b)

图 1-3

 任务解决

解 新时速旅客列车运行速度值界定在 200 千米 / 小时与 350 千米 / 小时之间，可以

用以下数学语言表示：

不等式表示：200 350≤ ≤v ；

集合表示：{ v v| 200 350≤ ≤ }；

数轴表示： v0 200 350

区间表示：[200,350]．
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能力训练 1.1

1. 用描述法表示下列集合．

例：方程x2 − =4 0的解集B可用描述法表示为B x x= − ={ 2 4 0}．
（1）不小于 6 的所有实数的集合．

（2）抛物线y x= 3 2与直线y = 4的交点的集合．

（3）椭圆
a b
x y2 2

2 2+ =1内部（不含椭圆边界）的一切点的集合．

（4）中心为 1，半径为 3 的去心邻域．

2. 解下列不等式并用区间表示解集．

（1）− < − <8 5 2− −2 1x
3

  （2）| 2 3 | 5x −  >     （3）| 3 5 | 8x +  ≤  

（4）x x2 − + >2 1 0   （5）x x2 + + ≤4 4 0   （6）12 5 3 0x x2 − − <

1.2  函  数

 任务提出

在一次物流公司的货运任务中，一辆货车将货物从 A 地运往 B 地，到达 B 地卸货后返

回，已知货车从 B 地返回 A 地的速度比从 A 地到 B 地的速度快20千米 / 小时．假设货车从

A 地出发t小时时，货车距离 A 地的路程为S千米，S与t的函数关系如 1-4 图所示．请问：

（1）货车从 A 地到 B 地时行驶的速度是多少，a表示什么？

（2）货车从 B 地到 A 地返程中S与t的函数关系式．

解决问题知识要点：从函数图像获取信息，运用待定系数法

求函数解析式．

 学习目标

理解函数的定义，掌握简单函数的定义域、值域的求法和函数的表示法；掌握函数的

有界性、单调性、奇偶性、周期性．

 知识学习

1.2.1 函数的概念

 定义  设x和y是两个变量，D是一非空集合，如果存在某一对应法则f，使得对于

D中每一个值x都有唯一的y值与之对应，则称对应法则f为定义在集合D上的一个函数， 

参考答案

120

O 2 2.5 a t( )

S( )

图 1-4
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与

记为

y f x x D= ∈( ),

其中称x为自变量，y为因变量，D为定义域．

对于确定的x D0 ∈ ，与之对应的y0称为函数y f x= ( )在x0处的函数值，记作

y y f x0 0= =
x x= 0

( )

当x取遍D中的所有数值，对应的函数值y的集合称为函数y f x= ( )的值域，记作ω，即

ω = = ∈{ y y f x x D| ( ), }
由定义看出，定义域与对应法则一旦确定，函数也随之确定，因此把函数的定义域

和对应法则称为函数的两个基本要素．

由此，只有当两个函数的对应法则和定义域都相同时，这两个函数才是相同的．

对于实际问题而言，函数的定义域由问题的实际意义来确定；在不考虑实际意义时，

函数的定义域是使函数的解析式有意义的实数所构成的数集．

 例 1  某服装厂有员工 6000 人，x表示每天出勤的人数，则每天的出勤率为y =
6000

x
，

求此函数的定义域和值域．

解 定义域为{ x x x Z| 0 6000,≤ ≤ ∈ }，值域y ∈[0,1]．

 例 2  求函数y x= + −
x −

1
2

4 2的定义域．

解 依题意得


  
 4 0 4

x x
− ≥

− ≠ ≠2 0 2
x x2 2⇒



≤
⇒



−
x
2 2
≠
≤ ≤

2
x

⇒ − ≤ <2 2x

因此，函数的定义域为[ 2,2)− ．

 例 3  求函数y x= + −
ln( 1)x

1
−

3 的定义域．

解 依题意得






3 0 3

ln( 1) 0 1 1
x x x x

−
− > ⇒ > ⇒ ⇒ < < < ≤

x x
1 0 1 1 2 2 3
x x

− ≠ − ≠

≥






 ≤



1 3

x
< ≤

≠
x
2

或

因此，函数的定义域为(1,2) (2,3] ．

 例 4  求函数y x x= + −lg( 4 5)2 的定义域．

解 要使函数有意义，则需

x x x x x x2 + − > ⇒ + − > ⇒ > < −4 5 0 ( 5)( 1) 0 1 5或

即函数y的定义域是( , 5) (1, )−∞ − + ∞ ．

【注】函数中记号对应法则f ()具有广泛的含义，可以由一个数学解析式表示，也可
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以由几个数学解析式（分段函数）表示，还可以由图形或表格表示，甚至可以由一段文

字来描述．

 例 5  已知函数f x x x( 1) 4 3+ = + −2 ，求f x( )，f (0)，f (1)．

解 作变量置换x t+ =1 ，得x t= −1，将其代入函数中，得

f t t t t t() ( 1) 4( 1) 3 2 6= − + − − = + −2 2

因为函数关系与自变量的符号无关，故由上式得

f x x x( ) 2 6= + −2 ，f (0) 6= − ，f (1) 3= −

 例 6  已知函数f x( )=




e 2 0
x x

x

2

,

+ < <2, 0
− < ≤x

2
，求f ( 1)− ，f (0)，f (1)．

解 f ( 1) e− = −1；  f (0) e 1= =0 ；  f (1) 1 2 3= + =2

 例 7  判断下列函数是否为同一函数．

（1）f x x( ) 1= + ，g x( )=
x
x

2

−
−
1
1  （2）f x x( ) 3ln= ，g x x( ) ln= 3

解 （1）函数f x( )的定义域为( , )−∞ + ∞ ，函数g x( )的定义域为是( ,1) (1, )−∞ + ∞ ，

所以它们不是同一函数．

（2）根据对数基本性质知，ln 3lnx x3 = ，同时两个函数的定义域均为(0, )+ ∞ ，故两个

函数是相同函数．

1.2.2 函数的基本特性

1. 有界性 

设函数f x( )定义域为区间D，如果存在正数M，使得对于D中任意的x，都有

| ( )|f x M≤

则称函数f x( )在区间D上有界．否则，称函数f x( )在区间D上无界．

函数y x= sin 、y x= cos 在定义域( , )−∞ + ∞ 是有界的，无论x取何值，都有 | sin | 1x ≤ 和

| cos | 1x ≤ ，这里的1就是有界定义中的正数M．

2. 单调性

设函数f x( )定义域为D，区间I D⊂ ，如果对于I内的任意两点x1，x2，当x x1 2< 时，恒

有f x f x( )1 2< ( )，则称函数在区间I内是单调递增的；如果x x1 2< 时，恒有f x( )1 >f x( )2 ，则称

函数在I内是单调递减的．在定义域内单调增加或单调减少的函数统称为单调函数．

函数y x= +1是单调递增函数；函数y x= −1 是单调递减函数．如图 1-5 所示．

函数y x= 2在( ,0)−∞ 是单调递减的，在(0, )+ ∞ 是单调递增的，( ,0)−∞ 和(0, )+ ∞ 称为

单调区间．如图 1-6 所示．


